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内 窜 提 要 


不 等 式 与 各 个 数学 分 支 都 有 密切 的 联系 ， 本 书 是 关于 不 等 式 的 一 个 导 引 。 
作者 从 “大 于 ”、“ 小 于 ”关系 以 及 数 的 “绝对 值 ? 的 意义 开始 ， 逐 步 引 入 一 
些 分 析 学 中 最 常用 、 最 基本 的 不 等 式 ， 并 利用 这 些 结果 去 讨论 一 些 有 趣 的 极 大 
与 极 小 问题 最 后 ， 对 欧 氏 距离 的 概念 作 了 推广 ， 并 介绍 了 一 些 非 欧 几 里 得 距 
离 。 

” ”本 书写 得 深入 浅 出 、 生 动 直观 、 有 趣 而 富有 启发 性 ， 适 合 于 广大 高 中 学 生 、 
大 学 低 年 级 学 生 课 外 阅读 。 这 本 书 也 可 以 作为 中 学 数学 教师 、 师 范 院 校 数学 教 
师 以 及 有 关 科学 工作 者 的 参考 书 。 


Edwin Beckenbach Richard Bellman 
AN INTRODUCTION TO INEQUALITIES 


Copyright, 1961, by Yale University 


美国 “新 数学 丛书 ” 选 译 书 目 


〈 标 人 号 者 表示 已 经 出 版 或 即将 出 版 7 

陈 锡 驹 甘 。” 江 泽 涵 
拓扑 学 的 首要 得 信 的 和 

(上 海 科学 技术 出 版 社 出 版) 
从 毕 达 哥 拉 斯 到 爱 因 斯 坦 。 K.O。 弗 里 德 利 希 著 张 基 庆 
科学 中 的 数学 方法 G. 波 利雅 蔷 邓 东 泉 
数学 中 的 管 巧 和 人 R. 字 斯 由 尔格 著 。 李 中 
有 趣 的 数论 人 0. 奥 尔 车 潘 承 由 
连 分 数 人 C.D. 奥 尔 德 斯 “ 著 。 。 张 顺 区 
无 限 的 用 处 L. 兹 平 著 应 隆安 
、 EE. 贝 肯 二 
不 等 式 入 门 人 有" 内 熙 品 答 车 文 而 
几何 不 等 式 N.D. 卡 扎 里 诺 夫 著 。 刘 西 十 
几何 学 的 新 探索 人 SS. 格 于 就 带 特 着 。 陈 纹 杠 
几何 变换 I U.M. 亚 格 龙 著 。 ”万 承 业 
几何 变换 开 U.M. 亚 格 龙 著 。 。 雇 汉 生 
几何 变换 下 U.M. 亚 格 龙 著 。。。 章 学 庆 
几何 变换 他 U.M. 亚 格 龙 著 。 。 数 伯 购 
选择 的 数学 [. 尼 温 车 程 政 生 


早期 数学 史 选 篇 A. 艾 鲍 著 ” 周 民 强 


家 


序 和 ee (I) 
第 一 章 ” 基 本 原理 .ee (1) 
第 二 章 工具 ee (12) 
第 三 章 ”绝对 值 nn (24) 
第 四 章 ”经 典 不 等 式 ee (48) 
第 五 章 ” 极 大 与 极 小 问题 pe (83) 
第 六 章 ”距离 的 性 质 pe (105) 
符 民 ni】 和 tt. (119) 


作者 简介 
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sics 一 一 1，Analysis) 以 及 《动态 规划 的 计 算 》 (Compu- 
tational Aspects of Dynamic Programming) 。 他 是 数学 分 
析 及 应 用 月 刊 (Journal of Mathematical Analysis and 
Applications〉 的 创始 编辑 。 


翻译 说 明 


要 学 好 数学 ， 必 须 喜 爱 数学 。 入 门 的 书 对 于 启发 读者 的 
兴趣 和 爱好 关系 很 大 。 一 本 好 书 循循善诱 、 引 人 入 胜 ; 相 
反 ， 则 望 而 生 提 、 合 人 却步 。 

由 于 种 种 原因 ， 数 学 往往 被 黑 上 一 层 神 秘 的 面纱 。 好 奇 
的 中 学 生 、 热 心 的 中 学 老师 和 各 条 战线 上 广大 的 科 数 工作 者 
都 渴望 了 解 ， 究 费 什 么 是 数学 ? 它 有 哪些 主要 方面 ? 近代 数 
学 研究 什么 问题 ? 有 哪些 重要 的 数学 思想 和 成 就 ? 

为 了 满足 这 些 要 求 ， 我 们 组 织 选 译 了 这 套 “ 新 数学 从 
书 ”， 向 广大 读者 推荐 。 

和 一 般 的 通俗 数学 读物 不 同 ，“ 新 数学 从 书 ” 的 选 题 既 
不 是 介绍 某 些 有 趣 的 数学 问题 ， 也 不 是 传授 专门 的 解 题 技 
巧 ， 而 是 向 未 必 具 有 很 深 数 学 修养 的 读者 系统 地 介绍 一 些 与 
近代 数学 有 关 的 数学 分 支 中 的 专题 。 这 套 书 选 题 面 较 广 ， 涉 
及 代数 、 几 何 、 分 析 、 拓 扑 、 概 率 、 计 算 机 以 及 数学 在 力 
学 、 物 理 等 方面 的 应 用 。 内 容 虽 然 浅显 ， 但 却 抓 住 了 核心 和 
基本 的 数学 思想 。 

这 套 书 还 有 一 个 特点 ， 选 写 人 大 多 数 是 该 领域 中 的 著名 
学 者 ， 学 术 造 衣 精 深 、 热 心 普及 数学 数 育 | 因此 能 高 瞻 远 
瞩 、 深 入 洲 出 ， 生 动 而 严肃 ， 简 明 而 不 失 全 貌 。 

这 套 从 书 不 仅 可 以 作为 高 中 学 生 和 大 学 低 年 级 学 生 的 课 
外 读物 ， 而 且 对 于 想 了 解 近代 数学 思想 和 方法 的 科 数 工作 者 
也 提供 了 一 条 门 径 。 


“新 数学 丛书 ”首创 于 一 九 六 一 年 ， 已 陆续 出 版 近 三 十 
册 。 有 些 书 早 已 有 晚 销 。“ 新 数学 丛书 ” 编 委 会 ， 特 别 是 
Anneli Lax 数 授 ， 得 知 我 国有 意 翻 译 这 套 从 书后 ， 慷 慨 地 
赠 迁 了 全 套 样 书 。 在 此 ， 我 们 表示 翰 心 的 感谢 。 
江 泽 涵 ”了 张 共 庆 
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致 读 者 


这 本 书 是 专业 数学 家 编写 的 一 套 丛 书 中 的 一 本 。 编 写 这 
套 书 的 目的 是 要 向 广大 的 中 学 生 和 非 专 学 数学 的 外 行人 把 一 
些 重要 的 数学 概念 说 明 得 有 趣 且 能 懂 。“ 新 数学 丛书 ”中 的 
大 多 数 书 所 讨论 的 课题 通常 不 属于 中 学 课程 表 的 范围 ， 各 书 
的 难 易 程度 不 同 ， 甚 至 在 同一 本 书 里 ， 有 些 部 分 就 比 其 它 部 
分 更 需要 全 神 贯 注 才 能 读 懂 。 虽 然 读 者 要 懂得 这 套 丛 书 中 的 
大 多 数 书 ,并 不 需要 多 少 专门 知识 ,但 是 他 必须 动 一 番 脑 筋 。 

如 果 读 者 从 来 只 在 课堂 上 才 遇 到 数学 ， 那 他 就 应 该 御 
记 ， 数 学 书 不 能 读 得 很 快 。 他 也 一 定 不 要 期 望 ， 读 第 一 逼 的 
时 候 就 能 理解 书 的 至 部 内容。 复杂 的 部 分 他 应 该 自由 地 跳 过 
去 ， 以 后 再 回 过 头 来 读 ， 一 个 诊 点 常常 是 通过 后 面 的 话 才能 
搞 清 楚 。 另 一 方面 ,内 容 十 分 熟悉 的 一 些 节 可 以 读 得 很 快 。 

学 数学 的 最 好 办 法 是 “做 数学 ”; 每 一 本 书 都 包含 问 
题 ， 其 中 有 些 可 能 需要 很 可 观 的 思考 。 劝 告 读者 养 成 读书 时 
手边 备 有 纸 和 笔 这 一 习惯 ， 这 样 读 ， 他 会 越 来 越 觉得 数学 有 
趣味 。 

这 套 书 的 编 印 是 一 种 新 的 冒险 。 我 们 愿 在 此 申 明基 
谢 , 在 准备 这 套 书 时 ,许多 位 中 学 师 生 便 慷慨 协助 。 编 辑 者 欢 
迎 读 者 提出 意见 。 请 画 告 Editorial Committe of the NML 


series，New York University，The Courant Institute of 
Mathematical Sciences，251 Mercer Street，New York， 
N.Y. 10012 . 
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有 人 把 数学 称 为 同 义 反 复 的 科学 ， 也 就 是 说 ， 有 人 指责 
数学 家 花费 时 间 去 证 明 那 些 等 同 于 自身 的 东西 。 这 种 说 法 
(恰如其分 地 说 ， 这 是 一 个 哲学 家 说 的 ) 有 两 点 是 很 不 准确 
的 ， 第 一 ， 虽 然 数 学 只 是 自然 科学 的 语言 而 不 是 一 门 自然 科 
学 ， 但 是 ， 确 团 地 说 ， 它 是 一 种 创造 性 的 艺术 ， 第 二 ， 数 学 
的 基本 结果 往往 是 一 些 不 等 式 而 不 是 等 式 。 

下 面 我 们 介绍 不 等 式 理论 的 三 个 方面 。 首 先 ， 第 一 、 二 、 
三 章 介绍 公理 。 其 次 ， 第 四 章 利用 前 几 章 的 结果 导出 分 析 学 
中 几 个 基本 不 等 式 ， 这 些 不 等 式 是 被 数学 家 们 所 一 再 使 用 
的 。 第 五 章 赔 明 怎 样 利 用 它们 来 推导 几何 学 中 初等 对 称 图 形 
的 一 些 有 趣 而 又 重要 的 极 大 、 极 小 性 质 ， 这 些 图 形 包括 ， 正 
方形 、 立 方 体 、 等 边 三 角形 等 等 。 最 后 ， 第 六 章 研 究 距离 的 
某 些 性 质 ， 葵 给 出 几 种 不 常见 的 距离 画 数 。 

这 本 书 是 为 有 多 种 口味 的 人 写 的 ， 其 中 的 材料 可 以 按 顺 
序 去 读 ， 也 可 以 分 开 来 读 。 有 些 读者 想 要 了 解 对 于 高 等 数学 
来 说 是 很 基本 的 那些 公理 方法 ， 他 们 会 喜欢 前 三 章 。 此 外 ， 
在 第 三 章 里 还 有 许多 与 不 等 式 相 联系 的 带 启发 性 的 图 形 。 另 
外 一 些 读者 宁愿 暂时 认为 这 些 结 果 都 是 理所当然 的 而 直接 转 
向 更 多 的 分 析 学 的 结论 ， 他 们 会 发 现 第 四 章 是 合 口味 的 。 也 
有 些 读者 对 于 一 题 多 解 咸 兴趣 ， 喜 欢 用 初等 不 等 式 解决 那些 
通常 要 依靠 微 积分 去 讨论 的 问题 ， 第 五 章 可 以 满足 他 们 的 需 
要 。 对 于 推广 概念 和 结果 有 兴趣 的 读者 ， 则 会 欣赏 第 六 章 所 
描述 的 对 于 一 些 奇 怪 的 非 欧 几 里 得 距离 的 分 析 。 


被 这 本 书 的 材料 激 起 了 求知 欲 的 读者 ， 可 以 去 读 一 本 论 
述 本 专题 的 经 典 著作 ， 哈 代 等 著 的 《不 等 式 》 一 书 D 。 还 有 
一 本 比较 近代 的 、 包 含 不 同类 型 结果 的 著作 是 EE. 贝 肯 巴赫 
和 RR. 贝尔 紧 的 《不 等 式 》(Iaequalities，by E.F. Becken- 
bach and R.Bellman, Ergebnisse der Mathematik, Julius 
Springer Verlag, Berlin, 1961)。 
忆 . 贝 肯 巴 六 ”RR. 贝 尔 要 
至 他 ， 慕 尼 卡 ”加利福尼亚 13960 年 
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第 一 章 基本 原理 


1.1 关 和 采 式 “大 于 ” 

我 们 知道 ， 记 号 “之 ”是 “大 于 ”的 意思 ， 因 此 很 容易 
回答 这 个 问题 ，3 之 2 对 吗 ? 当然 ， 这 是 对 的 。 

那么 “-3>-22” 对 不 对 呢 ? 大 家 都 说 -3 是 比 -2 
“ 负 得 多 ”的 数 ， 但 是 这 样 说 并 没有 正面 回答 问题 。 

实数 (包括 震 ， 正 、 负 有 理 数 及 正 、 负 无 理 数 ) 之 间 的 大 
小 关系 到 底 是 怎样 确定 的 呢 ? 通常 ， 我 们 在 几何 上 是 这 样 做 
的 ， 取 一 根 指向 右 方 的 水 平 刻 度 尺 作为 实数 轴 ， 用 它 上 面 的 
点 来 表示 实数 ， 这 样 便 在 实数 与 实数 轴 上 的 点 之 间 建 立 了 一 
一 对 应 的 关系 。 按 照 规定 ， 这 些 点 从 左 到 右 依次 出 现时 ， 它 
们 所 表示 的 实数 便 从 小 到 大 变化 。 如 图 1.1 所 示 。 


-5-4-3-2-1 0 1 2 3 4 5 
图 1.1 实数 轴 . 

由 于 点 ~ 2 位 于 点 -3 的 右边 ， 因 此 -2>-3。 同 样 ， 有 

4> -4, 3>2, 0> -2, -1>-2, 1>0, (1.1) 

一 般 说 来 ， 我 们 有 以 下 确定 实数 之 间 不 等 式 关 系 的 几何 
规则 ， 

假设 4 ,为 任意 两 个 实数 ， 将 它们 用 实数 轴 上 的 点 来 
表示 ， 那 么 当 且 仅 当 点 4 位 于 点 b 的 右边 时 ,实数 4,b 之 
间 有 关系 4 > 。 
根据 这 一 几何 规则 ， 便 知 “-3>>-227” 是 不 对 的 。 


用 代数 方法 处 理 不 等 式 往往 比 用 几何 方法 更 加 有 效 ， 其 
至 更 为 必要 ， 按 照 正 数 的 基本 构 金 ， 上 述 儿 何 法 则 有 等 价 的 
简单 的 代数 定义 ， , 

定义 车 4 与 b 是 任意 两 个 实数 ， 则 当 且 仅 当 a。 -是 
一 个 正 数 时 ， 有 a>b。 

例如 ， 车 a= -2, b= -3， 则 a-b= -2-(-3)=1 是 
正 数 ， 因 此 - 2> - 3， 这 与 利用 上 述 几 何 法 则 所 得 出 的 结论 
是 一 致 的 。 大 家 还 可 以 用 现在 的 代数 方法 ( 即 相 减 的 方法 ) 去 
检查 (1.1) 中 的 不 等 式 。 最 后 ， 请 利用 几何 及 代数 两 种 方法 
验证 下 列 不 等 式 ， 


NX>3, 2>0, 1>-9, v2>1, ->-40. 


1.2 正 数 集合 ， 负 数 集合 及 零 集合 

上 一 节 根 据 正 数 定义 了 不 等 式 4 二 b。 大 家 将 会 看 到 , 正 
数 集 合 P， 人 负数 集合 六， 以 及 只 有 一 个 元 素 0 的 特殊 集合 0 
在 不 等 式 的 研究 中 起 着 很 基本 的 作用 。 此 外 ， 实 数 系 的 代数 
《成 ) 性 质 ， 例 如 交换 律 、 结 合 律 及 分 配 律 也 都 随时 要 用 
到 。 我 们 这 本 小 册子 的 一 个 基本 论点 是 ， 实数 系 的 所 有 次 序 
关系 一 一 一 切 代数 不 等 式 一 一 是 建立 在 正 数 集合 P 的 两 条 简 
单 公 理 之 上 的 。 我 们 在 下 一 节 再 来 介绍 这 些 公 理 。 

我 们 把 “4 是正 的 ”用 符号 “aE P” 来 表示 ， 读 作 “a 
是 集合 P 的 一 个 元 素 ”。 例 如 5E€ 了, 0€0,， -3EN. 

下 面 ， 我 们 来 粗略 地 看 一 看 集合 P ,N ,0 以 及 它们 的 元 


数 需 是 集合 0 的 唯一 元 素 ; 对 于 任何 实数 4 ,0 满足 等 


at+0=a, 
关于 负数 集合 人 ， I 过 个 
负数 与 一 个 数 的 相反 数 。 
数 a 的 相反 数 -4 是 这 样 定 义 的 ， 
ar+r(—-a)=0, 
例如 ， 若 a= -3， 则 a 的 相反 数 -a 就 是 -(-3)=3， 这 是 
因为 有 (一 3) + (3) = 0。 同样 ， 若 4a=0， 则 因为 0+0=0, 所 
以 ~a=0。 
负数 则 定义 为 正 数 的 相 反 数 。3,1/2,9/5,z,w 2 都 是 
正 数 ， 因 此 -3, -1/2, -9/5, -7,~v 2 都 是 负数 。 
我 们 不 想 去 定义 什么 是 正 数 ， 只 打算 用 两 条 基本 公理 来 
刻 划 它们 。 


1.3 基本 不 等 式 公理 


下 面 几 个 关于 正 数 集合 己 的 简单 命题 ， 是 不 加 证 明 地 馆 
述 出 来 的 , 因此 , 我 们 称 它们 为 公理 。 值 得 注意 的 是 ， 对 于 不 
竺 式 理论 来 说 ， 这 些 公理 以 及 大 家 所 熟悉 的 关于 实数 系 的 
代数 结构 ， 是 所 雷 要 的 仅 有 的 几 个 命题 。 

公理 I ” 若 4 为 实数 ， 则 下 述 论 断 有 且 只 有 一 个 成 立 ， 
4 是 集合 0 的 唯一 元 素 ; 4 是 正 数 集合 了 的 一 个 元 素 : -4 
是 集合 己 的 一 个 元 素 。 

公理 了 若 4 ,! 是 正 数 集合 己 的 两 个 无 素 ， 则 4+ 与 
ab 也 是 集合 了 的 元 素 。 

公理 工 中 的 三 种 可 能 性 说 明 ， 任 意 一 个 实数 4 与 其 相反 
数 -4 之 间 有 如 下 关系 若是 需 ， 则 -4 也 是 需 : 若是 


@ 见 第 8 页 后 面 的 注 。 


正 数 ， 则 根据 上 述 关 于 负数 的 定义 ， -4 就 是 负数 : 若 -~4 是 
正 数 ， 则 由 负数 定义 ，a= -(-4) 必 是 负数 。 于 是 4 与 -~a 
的 关系 可 以 用 表 1 列 出 。 


表 1 数 对 4 与 -a 
数 | 集 合 
ee 
-4 | Pp 0 


在 几何 表示 (图 1.1) 中 ， 代 表 4 与 -4 的 点 , 要么 与 代表 
数 0 的 点 重合 ， 要 么 位 于 与 此 点 相对 的 两 侧 。 


1.4 公理 工 的 重 述 

如 上 所 述 ， 公 理工 与 正 数 集 合 忆 有 关 ,而 不 等 式 a>b 则 
是 用 4a， 为 正 数 来 定义 的 ， 也 与 集合 PO 有关， 因此 ,我 们 可 
以 用 不 等 式 语 言 来 重 述 公理 I。 

车 a,b 是 实数 ， 则 4 ~-b 也 是 实数 ， 对 a-b 应 用 公理 
1 ， 便 知 或 者 (4a-b，)E 0( 即 4a=0b)，, 或 者 (4a-b)EP( 肥 a> 
0)， 或 者 -(a-b0)=(0 -aaEP( 即 >a)。 这 三 种 可 能 性 是 
互相 排斥 的 。 于 是 得 到 公理 工 的 推论 ; 

公理 I 车 4 , ”为 实数 ， 则 下 列 关系 式 有 且 只 有 一 个 
成 立 : 

a=b, a>b, b>a, 

特别 说 来 ， 当 b=0 时 ， 公 理 I 表明 ， 若 4 为 实数 ， 则 
下 面 三 个 论断 有 且 只 有 一 个 成 立 ，4=0( 即 4€0); a>>0( 即 
a€P)3 0 之 a《 即 ~a€P)。 这 就 说 明了 从 公理 I 可 以 推出 
公理 工 。 

如 果 从 命题 工 能 推出 命题 8S ， 即 是 工 的 推论 ， 那 么 我 


们 就 说 “了 蕴涵 S”。 如 果 两 个 命题 彼此 互相 蕴涵 ， 那 么 就 
说 它们 是 等 价 的 。 从 上 面 的 讨论 知道 ， 公 理工 蕴涵 公理 工人 ， 
同时 公理 工 “ 也 荀 洱 公理 工 ， 因 此 ， 公 理工 与 公理 工 “ 等 价 ， 
公理 I 也 就 是 公理 I 的 重 述 。 
下 面 举 例 说 明 公 理工 与 公理 工 ' .考虑 数 a =3, 4s= 一 4， 
b,=0, bs=3, 
显然 ，a1 EP ,~asE€P,b,E0,h,EP; aiEO( 读 作 《“ai 
不 是 集合 0 的 元 素 ”)，- axEP， 等 等 ， 即 公理 工 成 立 ， 
为 了 说 明 公 理工 ， 注 意 到 
a-bi=3-0=3, a1-bi>0, a>b1; 
aba=3-3=0， a1-bs=0, a1=b,; 
as—-bi=-4-0=-4, bi-as>0, bi>as 
as—bs= -4-3=-7, bs,~4>0, bs>a,, 
便 知 公理 I 所 说 的 三 种 关系 有 且 只 有 一 个 成 立 ， 下 一 节 我 
们 还 将 向 读者 介绍 所 谓 附加 的 不 等 式 关 系 ， 着 用 来 表达 公理 
I 


1.5 附加 的 不 等 式 关 季 


不 等 式 5 之 4 可 以 写成 4a<b, 读 作 “a 小 于 b”"。 这 两 个 
不 等 式 是 完 双 等 价 的 ， 而 且 一 般 说 来 ， 并 非 这 一 个 总 是 上 比 那 
一 个 更 为 可 了 到 。 在 上 面 举例 说 明 公 理工 时 ， 为 了 一 和 致 起 见 ， 
我 们 自始至终 都 用 记号 “之 ”。 不 过 ， 今 后 更 常用 的 办 法 是 
把 字母 4 一 致 地 写 在 宇和 剑 5 前面， 这 样 就 有 

ab， a=bs, a<b， ada< bs, (1.2) 

类 似 地 ， 还 有 

-4<4， 2<3， -2<0, -2<-1, 0<1, 

3<Ax, 0<2, -9%<1， 1<v2, -40<-1/2, 
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在 这 里 ， 记 号 “>>2 与 “< 2 都 表示 严格 不 等 式 。 

在 不 等 式 研究 中 ， 还 需 考 虑 两 个 关系 式 ， 这 就 是 混合 不 
等 式 a 之 b 与 ab, 分别 读 作 “a 大 于 或 者 等 于 b” 及 “a 小 
于 或 者 等 于 5b”"。 关系 式 4 实 b 是 指 ， 或 者 4>>b, 或 者 4=b， 
例如 ，3 宇 2，2 宇 2。 关 系 式 4 志 5b 是 指 ， 或 者 4<b， 或 者 4= 
b， 例如 1I 委 2，2 委 2。 

(1.2) 式 表明 ， 在 每 个 例子 中 ， 公 理工 中 三 个 关系 式 有 
一 个 是 成 立 的 。 公 理工 ' 则 进一步 断 衣 ,这 些 关 系 式 也 只 有 一 
个 成 立 。 因 此 ， 还 应 当 加 上 这 样 一 些 论断 ， 

aa 二 )， 1 堆 b,， 0: 交 名 ， 4 次 2， (1.3) 
读 作 “ ai 弃 不 小 于 也 不 等 于 bl” 等 等 。 

读者 会 觉得 象 (1.3〉 中 的 这 些 反面 叙述 是 多 余 的 ， 这 是 
由 于 大 家 都 认为 公理 工 或 公理 I 中 的 互相 排斥 的 原则 〈 即 
“有 一 个 且 只 有 一 个 ”) 是 理所当然 的 事实 。 因 此 没有 人 会 
说 (1.2) 所 包含 的 信息 不 完整 ， 还 要 象 (1.3) 那 样 把 否定 的 关 
系 式 全 部 写 出 来 。 

根据 互相 排斥 的 原则 ，(1.2) 和 (1.3) 中 的 相应 关系 式 显 
然 是 等 价 的 ， 即 从 一 个 可 以 推出 另 一 个 。 但 是 尽管 如 此 ， 一 
个 不 等 式 的 否定 往往 还 是 很 有 用 处 的 。 

如 果 将 两 种 记号 “之 ”和 “<2” 混 着 用 ， 那 么 记号 较 大 
的 ( 开 的 ) 一 端 朝 着 较 大 的 数 ， 较 小 的 ( 尖 的 ?一端 朝 着 较 小 的 
数 。 


1.6 包含 著 负 数 的 乘积 


一 个 正 数 与 一 个 负数 的 乘积 是 什么 样 的 数 ? 两 个 负数 的 
乘积 又 是 怎样 的 数 呢 ? 我 们 可 以 用 公理 工 , 工 和 它们 的 一 些 
推论 来 回答 这 些 问 题 。 


6 


车 aEP,bE N， 则 由 表 1 知 -bEP, 再 由 公理 卫 ; 便 知 
a( -5)EP。 从 而 由 代数 的 定义 得 到 -~ [a( -5b)]EN。 又 由 
代数 法 则 可 知 ， 减 号 与 圆 括号 可 以 交换 ， 于 是 - [a( -5)] = 
~[-(ab)] =ab， 即 

- [a( —b)] =ab., 

因此 abE N。 于 是 得 到 下 面 的 结果 

定理 1.1 正 数 与 负数 的 乘积 是 负数 。 

类 似 地 ， 若 EN，bE N， 则 由 表 1 知 ~-aEP,-bEP. 
再 由 公理 耳 ， 乘 积 ( -4)(~5b)EP。 但 是 根据 代数 法 则 ; 
《一 a)( -b) =ab， 因 此 ahE€P。 从 而 得 到 结果 

定理 1.2 ”两 个 负数 的 乘积 是 正 数 。 

特别 地 ， 由 定理 1.2 及 公理 工 知 ， 任 何不 为 敌 的 实数 的 
平方 是 一 个 正 数 。 当 然 ，0*=0。 这 样 我 们 便 得 到 了 不 等 式 
理论 中 的 一 个 最 简单 、 最 有 用 的 结果 

定理 1.3 “任何 实数 4 满足 不 等 式 os>>0。 当 上 且 仅 当 = 
0 时 ， 等 号 成 立 。 
1.7 “IE” 数 及 4“《 负 ?2 数 

到 目前 为 止 ， 公 理工 和 公理 工 的 威力 已 经 显示 出 来 了 。 
其 实 它们 的 威力 还 不 止 于 此 。 我 们 就 会 看 到 ， 利 用 公理 工 和 
公理 下 ， 可 以 断定 非 雳 实数 中 哪 一 个 是 正 的 ， 哪 一 个 是 负 
的 。 假 如 你 们 过 去 还 不 知道 这 些 事 的 话 ， 那 也 许 会 对 下 面 的 
讨论 咸 兴 趣 

我 们 暂时 用 引号 内 的 “ 正 ” 和 “ 负 ” 来 表示 这 些 结果 。 

现在 从 4a=1 开始 。4 承 0， 由 定理 1.3,4?>0， 即 是 
4 正 ” 数 。 又 到 =1 = 1， 因 此 1 是 “ 正 ? 数 。 

再 看 a= 2。 已 经 断定 1 是 “ 正 ” 数 ， 而 1+1= 2， 于 是 
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由 公理 开 知 ， 两 个 “ 正 ” 数 的 和 即 2 是 “ 正 ” 数 。 

使 a=1/2; 则 2a=1。 即 “ 正 ? 数 2 与 数 4 的 乘积 是 
“ 正 ? 数 1 。 但 是 ， 若 2 是 “ 负 ” 数 ， 则 由 定理 1.1,，2 与 4 
的 乘积 就 是 “ 负 ” 数 ， 这 是 不 可 能 的 。 因 此 4= 1/2 必 是 “ 正 ” 
数 。 

这 样 ， 数 1,2,1/2 都 是 “ 正 ” 数 ,从 而 由 表 1 知 -1, 一 2， 
-1/2 都 是 “ 负 ” 数 。 

继续 下 去 ， 我 们 不 难说 明 整 数 3 ,4 等 等 ;分 数 1/3,1/4 等 
等 : 以 及 分 数 2/3,4/3,3/4,5/4 等 等 都 是 “ 正 ” 数 ， 相 应 的 
-3, 一 4, -1/3 等 等 都 是 “ 负 ” 数 。 从 而 对 于 任 何 一 个 非 震 
有 理 数 ， 我 们 都 能 断定 它 是 “ 正 ” 数 还 是 “ 负 ” 数 。 

利用 上 面 关于 有 理 数 的 判断 以 及 定义 元 理 数 的 极限 方 
法 ， 我 们 就 能 确定 任何 给 定 的 无 理 数 在 完备 的 有 序 实 数 域 @ 
中 究 费 是 “ 正 ” 数 还 是 “ 负 ” 数 。 本 书 不 打算 详细 过 诊 无 理 
数 ， 如 果 读 者 有 兴趣 ， 那 么 可 以 去 读 这 套 丛 书 中 的 :《 数 ， 有 
理 数 与 无 理 数 》(Number，Rational and lrrational), 作 者 : 
贷 几 ， 尼 渴 (Ilvan Niven)。 


习题 一 
1. 在 指向 右 方 的 水 平 齐 度 尺 即 实数 轴 上 ， 作 一 个 草 


人 @@ 有 序 指 ， 满 足 公理 工 和 公理 工 。 完 备 指 以 下 基本 性 质 ， 一 个 非 空 的 实 
数 集合 如 果 有 上 界 ， 那 么 必 有 最 小 上 界 。 例 如 ; ww 2 的 有 理 数 近似 值 组 成 的 集 
合 {1,1.4;1.41,… 》 有 上 界 2 或 1.5， 因 此 有 最 小 上 界 ,我 们 把 它 记 作 v 2 。 在 
实数 轴 ( 见 图 1.1) 上 ， 表 示 此 最 小 上 界 的 点 把 该 轴 分 为 左边 部 分 与 右边 部 分 。 
既然 左边 部 分 至 少 有 一 个 正 的 有 理 数 〈 例 如 1 或 1.4), 因 此 ww2 是 《 正 ” 数 。 在 
第 1.7 节 中 ,我 们 已 经 证 明 有 理 数 可 以 用 唯一 的 方式 排出 次 序 ,因此 ， 实 数 也 可 以 
用 唯一 的 方式 排出 次 序 。 当 我 们 通过 有 理 数 去 定义 实数 时 ,总 要 利用 这 种 完备 有 
序 的 性 质 。 因 此 我 们 把 它 当 作 实 数 系 的 一 个 公设 ,而 不 作为 不 等 式 理论 中 的 公理 
卫 。 
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3， a 0， 一 工 .5 ~—3, 
3 一 T， 2， 2， 2 一 3。 


并 按 依 次 增加 的 硕 序 ， 用 形 如 4<b<e 等 等 的 连续 不 等 式 将 


2.。 如 果 结 论 有 错 ， 就 请 将 E 改 为 E， 

(a) -3EANi; (b) 0€P,; 

fc) 5E O; (d) 2 EN: 

(e) (一 3)EP; (f) 2EN; 

(g) a? +1)EP, (h) -226 P3 

(i) (az+l)EO (j) -36E 了 。 
48 49 721 721 

人 275 好 827 58 一 
~23 一 25 一 23 -25 

(c) 一 3 一 3 一 (d) 一 3 一 一 ;3E 3 
-1 1 i 、 

(e) -Te— (f) 72~-4(2)(6)E_.s 

C8) 93(72+ 玉 )-93(72)E 

Ch) 93(72 -人 六)-93072)E 

,2+3 1/2 3 

0 0 人 

(iD (-3)-3E_ _， 

4 用 > ,所 或 = 卉 空 


48 49 721 721 
(b) 


(a) 573——2733 837 一 一 838; 
一 23 25 一 23 23 

(c) 一 3 一 3 (d) 一 32 一 一 一 33; 
一 ] 1 2 


(g) 93 72+ 2) 93(72)s 


( 
Ch) 93(72- 序 )_ 93(72); 


4+5 一 一 2\ 4 5 
(Cj) CC-3) 3, 
5。 在 对 的 地 方 标 上 T ， 在 错 的 地 方 标 上 下 ， 
(a) -2>-3_  _; (bh) 0 委 0_ _; 
(9) 0>-1 (db) < 
(9) -本 <- 村 (DO -1<2 
3 -3 2 3 
(8) 了 < 可 一 一 (h) -5-5 


(DD) 1-2<-2 _; () 1<0 
6.。 写 出 下 列 各 数 的 相反 数 : 


a i 
一 人 3 一 元 《3 一 邢 )2， 五 二 56， 0， vb? -4ac, 


7.。 在 下 列 空白 处 ， 给 出 与 所 述 的 否定 关系 式 等 价 的 肯 
定 关 系 式 : 
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(a) aXb, a _ bs (b) aFb, a___b; 

(co) atb, a bs (d) aXb, a bs 

(e) a 守 b, a” _b; (f) ca 计 2，a_ 

8。 说 明 每 一 个 正 数 p 大 于 每 一 个 负数 1。 

9. 对 于 两 个 实数 4 和 4&5 ， 如 果 能 证 明 4 宇 b 和 a<2， 
那么 ， 能 得 出 什么 单一 的 结论 ? 

]0. 从 公理 工 ,利用 数学 归纳 法 证 明 ， 如 果 &1,42,*… ,an 
是 正 数 ， 那 么 ，ai + az+ …+an 与 cida…an 也 是 正 数 ( 见 第 
2.6 节 关于 数学 归纳 法 的 注释 )。 

11。. 用 公理 工 和 公理 工 说 明 2/3 是 “ 正 ? 数 。 


第 二 章 工 只 


2.1 3 引 写 


在 推导 不 等 式 时 ， 最 终 要 用 到 的 基本 假设 是 第 一 章 的 两 
条 公理 ， 还 有 实数 系 及 其 运算 (例如 分 配 律 、 数 学 归纳 .法 等 
等 ) ,以 及 巾 这 些 公理 推出 的 凡 个 简单 定理 。 它 们 在 不 等 式 的 
理论 和 应 用 中 频繁 出 现 ， 对 于 数学 家 来 说 ， 犹 如 刀 竺 之 于 工 
匠 ， 须 奥 不 离 其 身 。 

这 些 定理 (或 运算 法 则 ) 连同 它们 的 证 明 都 是 富有 吸引 
力 的 ， 也 是 颇 有 趣味 的 。 数 学 家 们 常常 从 儿 个 重要 的 基本 构 
念 和 假设 出 发 ， 建 立 起 一 个 精致 严密 的 体系 。 从 这 方面 来 
说 ， 这 些 定理 也 为 我 们 提供 了 一 个 极 好 的 例证 。 这 里 的 证 明 
通常 很 简短 ， 但 却 是 严 齐 的， 而 且 只 在 很 少儿 处 才 求 助 于 机 
智 ， 正 是 这 种 机 智 使 数学 成 了 迷人 的 学 科 。 

本 章 将 阐述 并 证 明 几 个 这 样 的 定理 。 定 理 中 出 现 的 字母 
4,b,c 等 等 ， 除 有 明确 限制 外 ， 都 代表 任意 实数 。 

为 了 方便 起 见 ， 我 们 只 就 “之 ”的 情形 给 出 这 些 定 理 
(或 法 则 )。 每 个 例子 都 有 一个 等 价 的 “< ”规则 。 例 如 ， 
0 的 规则 是 可 以 传递 的 ， 即 有 “车 a>>b，b>>c， 旭 a 

c。” 相 应 的 “<” 规 则 就 是 “车 4<b，b<c， 则 a<e。” 

对 于 本 章 所 给 出 的 每 一 个 “之 ”规则 ， 大 家 可 以 类 似 地 
写 出 其 伙 伸 规则 即 “< ”规则 。 但 是 千 万 要 小 心 ， 别 掩 到 数 
学 的 陷阱 中 去 ! 例如 ，“ 若 >b， 且 6>>0， 则 ace>>be” 的 伏 
伸 规 则 就 应 该 是 “ 若 s< 0， 县 六 0， 则 ace<bpc。” 也 就 是 
说 ， 伙 伸 规 则 中 仍 要 求 " 之 0， 而 不 是 "<<0。 
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我 们 把 下 面 每 个 定理 都 分 为 两 部 分 来 叙述 ， 第 一 部 分 论 
述 严格 不 等 式 “>>”， 比 较 简 单 ， 但 包括 了 结果 的 核心 第 
二 部 分 论述 混合 不 等 式 “ 之 ”， On 
数 的 情形 给 出 的 ， 因 此 叙述 的 是 更 为 一 般 的 结论 。 我 们 的 证 
明 通 常 只 对 第 二 部 分 给 因 。 但 是 不 检 把 它们 的 生 式 情形 应 用 
到 第 一 部 分 去 。 

本 章 所 论述 的 这 些 定 理 ， 有 时 是 明确 的 “之 ”规则 ， 有 
时 也 包含 着 障 指 的 “< ”规则 。 


2.2 传递 性 

定理 2.1 车 > ，!>>c， 则 <>c。 

一 般 地 ， 若 4 之 42,42 之 48,… an-1 志 au 则 ai>>as， 当 
且 仅 当 所 有 关系 式 都 是 等 式 时 ， 有 ca = av 

先 举 一 个 支出 方面 的 例子 。 假 如 你 在 星期 六 化 的 钱 比 在 
任何 一 个 工作 日 化 的 都 多 ， 而 在 星期 日 化 的 钱 至 少 与 在 星期 
大 化 的 一 样 多 ， 那 么 可 以 断定 你 在 星期 日 化 的 钱 比 在 任何 工 
作 日 化 的 都 多 。 

再 看 第 一 章 习 题 中 第 1 题 ， 解 答 是 

-3<-2<-1.5<-1<3-X<0<NA— 3<V TILLY 
此 式 只 能 狭 隐 地 理解 为 ， 这 9 个 数 中 的 每 一 个 都 比 它 后 面 紧 
接着 的 那个 数 小 ， 例 如 - 3< -2，- 2< -1.5 等 等 。 但 是 根 
据 定理 2.1 便 知 ， 这 些 数 中 的 每 一 个 都 比 它 的 任何 一 个 后 续 
数 小 ， 例 如 -3< -1.5，-1<2,，3 一 T<w 2 等 等 。 

下 面 我 们 来 证 明定 理 2.1。 

证 明 这 里 只 对 4 个 实数 的 情形 给 出 证 明 。 

假设 aaa ,as 之 as ,4s 之 04。 由 不 等 式 的 代数 定义 ， 数 
a1 一 42,42 一 43,0s -4 或 者 在 集合 P 内 ， 或 者 在 集合 0 内 。 因 
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此 由 公理 开 知 它们 的 和 
《ar-aaj+(a 一 as)+(as 一 aa)=a 一 as 
或 者 在 集合 P 内 ， 或 者 在 集合 0 内 ; 当 且 仅 当 ai-a=0， 
a -aa=0，a 一 44= 0 有 时, 这 个 和 才 在 集合 0 内。 于 是 我 们 有 
Q 宇 a4， 当 且 仪 当 41= az,as = 4a,as=4 时， 等 号 成 立 。 
对 于 一 般 情形 的 传递 规则 ， 读 者 不 难 用 简单 的 数学 归纳 
见 第 2 .6 节 关 于 数学 归纳 法 的 注释 ) 加 以 证 明 。 


2.5 商法 


定理 2.2 ”车 4 交 b,ce>d， ee +d, 若 a>D， 2 是 
任意 实数 ， 则 a + c 之 b+c。 
一 般 地 ， 若 41 之 b1,42 之 bs,… ,an 之 bn, 则 
Ql+aste +On01+ b+ +bn, (2.1) 
当 且 仅 当 41=bi,4s=b2o,…,an=br 时,(2.1) 式 的 等 号 成 
。 
例如 ,把 不 等 式 1 <w 2 与 3< 世 相 加 ， 便 得 到 1+3< 
2 +r。 再 把 后 者 与 -1= -1I 相 加 ， 就 有 3<w 2 + 
-1。 这 5 个 式 子 加 在 一 起 ， 又 得 出 10<3(w 2 +7) - 2。 
证 明 ”与 定理 2.1 相同 ， 本 定理 用 归纳 法 来 证 明 也 是 可 
行 的 。 但 是 这 里 针对 一 般 情形 给 出 一 个 直接 证 明 。 
”由 假设 , 每 个 数 41-b1,02-bo,…,an -bnEP， 或 者 
E00， 因此 由 第 一 章 习 题 中 第 10 题 (公理 五 的 推广 )， 和 数 
《qi 一 六 ) + Cas — boa) +e + (an— bn) 
=(Q1+aste t+an) (bit+bs+e +bn)EP; 
当 且 仅 当 a -加 =0,a -加 =0…a 一 bn = 0 时 ,此 和 数 E0O. 
于 是 有 
dtaste tanoi + bs to + bns 
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当 且 仅 当 a = as = bs, ,an =b, 时 ， 锋 号 成 立 。 


2.4 与 数 的 乘法 

定理 2.5 车 as>>0，c>0， 则 ec>>pe。 考 0a>>0， co<0， 则 
ac<be, 

一 般 地 ， 若 a>>0，,2>0， 则 ac>>5c 当 且 仅 当 4 = 5 时 ， 
ac=bcec。 车 4 这 b,c 过 0， 则 ac 志 bc; 当 且 仅 当 4=b 了 时，ac 
=bce, 

这 就 是 说 ， 不 等 式 各 项 乘 以 一 个 正 数 时 ， 不 等 号 保持 不 
变 ! 乘 以 一 个 负数 时 ， 不 等 号 要 调换 方向 。 特 别 说 来 ， 当 
4 之 b,c= -1 时 ， 有 -“ 委 -5%。 例 如 ， 用 1 和 -1 去 乘 不 等 式 
3 之 2 时 ， 就 分 别 得 到 3 之 2 及 -3<<-2。 

证 明 由 4 宇 b， 知 4-5EP, 或 者 4a~bEO。 车 cEP， 
则 由 公理 I，cla~b)=ca-cb€ P,， 或 者 E00， 即 ca 之 cb，。 
车 cEN， 则 由 定理 1.1，c《(4a-b)EN， 或 者 EO， 因 此 就 有 
- [ec(a-b)]=cb--ca€ P， 或 者 E00， 于 是 cb 之 ca。 

不 论 哪 一 种 情况 ， 当 且 仅 当 4 = b 时 ， 等 号 成 立 。 


2.5 减法 

定理 2,4 若 a>，2>d， 则 4a -4d>0 -2。 若 0，c 是 
任意 实数 ， 则 a - ce 之 - e。 

一 般 地 ， 若 4 伺 包 6 疡 册 则 4 -4d 宕 b-c， 当 且 仪 当 4a = 
c=d 时 ,a -4=b-c, 

请 注意 ， 这 里 是 4 -4 及 b -c， 不 是 a- 0, bd。 

例如 ， 由 不 等 式 7>6 及 5>3， 得 到 7-3>>6-5， 即 
4 之 1; 而 不 等 式 7- 5>6- 3 则 是 错误 的 。 也 可 以 用 相应 的 
“<” 的 术语 来 叙述 减法 规则 ; 由 不 等 式 -5<10 及 -4<-3， 
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得 到 -5-(-3)<10-(-4)， 即 -2<14。 

证 明 在 不 等 式 “4 两 边 同 乘 以 -1， 由 定理 2.3 得 
-“ 委 -4d4， 即 -4>>-2% 当 且 仅 当 c=4d 时 ， 等 号 成 立 。 再 
将 不 等 式 4 二 b 与 -dc 相 加 ,由 定理 2.2 得 4+(= 4d) 之 
b+(《-c)， 即 4-d 守 bb-c; 当 且 仅 当 4=b,c=d 时 ， 有 a-d 
=b-o, 


习题 一 
1。 证 明 ， 车 4<b， 则 a<Ca+5)/2<b，。 
2。 证 明 ， 对 所 有 a,b,c,d4， 都 有 
(a —b2)(c ~ d)<(Cac— bd)’ 
以 及 , 
(a? +b?)(c?+ dd)>Cac + bd)’, 
当 且 仅 当 ”ad = bc 时 ， 等 号 成 立 。 
3. 证 明 ， 对 所 有 a,5, 都 有 
(az ~ b?)!>4abCa— b)?, 
当 且 仅 当 a= 时， 等 号 成 立 。 
4. 用 数学 归纳 法 证 明 关 于 “之 ”的 传递 规则 。 
2.6 乘法 
定理 2.5 ” 若 c>2>0，c>d>0， 则 ac>>2d。 
一 般 地 ， 车 Ql 之 bi 之 0,4s 庆 bs0,…,an 宇 bn>0， 则 
QQ2°" dn b1b2 br (2.2) 
当 且 仅 当 41=b1,42=b2,…,an=bn 时 ，(2,2) 式 的 等 号 成 
立 。 . 
例如 ， 从 2 二 1 与 4 二 3， 得 到 (2)(4) 二 (1)(3), 或 者 8 
>3。 注意 ; 由 -1>-2 与 -3>-4 却 得 到 (-1)C-8)< 
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(-2)(-4): 四 此 每 个 数 都 必须 是 正 的 ， 这 个 条 件 不 能 去 
掉 。 

证 明 ”我 们 用 数学 归纳 法 给 出 证 明 。 归 纳 法 的 标准 程 
序 由 下 面 的 步骤 组 成 。 为 了 证 明 一 个 命题 对 所 有 正 整 数 7n 都 
成 立 ， 首 先 ， 对 前 一 个 或 前 两 个 正 整 数 去 检验 ， 然 后 ， 假 定 
这 个 命题 对 直到 -1 为 止 的 所 有 正 整 数 痢 成 立 ， 肯 去 证 明 命 
题 对 下 一 个 正 整 数 也 成 立 。 朗 然 可 以 是 任何 之 1 的 整数 
《特别 地 ， 合 EK 一 1=1 或 2 ， 对 它们 来 说 ， 本 命题 是 已 被 证 实 
了 的 )， 于 是 可 以 断定 ， 这 个 命题 对 一 切 正 整数 都 是 正确 
的 。 

对 于 n=1， 定 理 2.5 的 结论 a1 宇 b1 是 定理 假设 的 简单 重 
复 . 这 一 点 对 于 数学 归纳 法 证 明 中 的 第 一 步 已 经 足够 了 ,但 是 
我 们 还 要 对 n = 2 给 出 证 明 ; 就 是 说 ， 我 们 要 证 明 ， 若 4 之 名 
记 0，4s 宇 bs0， 则 414s 宇 015，。 

根据 不 等 式 乘 以 一 个 正 数 的 法 则 ， 可 以 推出 


Q14s 之 bias; (2.3) 
当 且 仅 当 al = 六 时 ， 等 号 成 立 。 根 据 同样 的 规则 ， 有 不 等 式 
六 ao 之 六 023 (2.4) 


当 且 仅 当 4s= bs 时 ,等 号 成 立 。 再 根据 传递 性 规则 (定理 2.1)， 
从 (2.3) 和 (2.4) 便 得 到 所 要 的 不 每 式 
aids 之 bb,; (2.5) 
当 且 仅 当 a = 六 和 as = bs 时 ， 等 号 成 立 。 
我 们 已 经 证 明了 不 等 式 (2.2? 对 ?=1 和 ?= 2 成 立 。 
假定 不 等 式 (2.2) 对 n=1,2,… ,Kk 一 1， 也 就 是 对 ~1 个 
数 的 乘积 是 正确 的 ， 
0102…QG4 1 bb2 bi 1 (2.6) 
当 且 仅 当 ao = b1,4s= bs,…,44m1 = bim1 了 时， 等 号 成 立 ， 再 根 


17 


据 乘 以 一 个 正 数 的 乘法 法 则 (定理 2. 3)， Bt ak 去 很 不 
等 式 (2.6) 时 ， 便 得 到 

(aiaa…aGr-1)ak 志 (Da bi 1)aks (2.7) 
当 且 仅 当 aiaa…at-l= bp2…p5-1 时 ,等 号 成 立 。 由 同样 的 规 
则 ， 当 我 们 用 b.5。…b; -1 去 乘 不 锋 式 

Qk 之 bk 

有 时， 又 得 到 

Cbiborw bs-1) Ax bb2b ,1)bk (2.8) 


当 且 仅 当 ax = bx 时 ， 等 号 成 立 。 再 根据 传递 性 规则 ,从 (2.7) 
和 (2.8)7 便 得 出 


1042°%* QE 1k b1bee bi br 
当 且 仅 当 aa = 六 ,aa = bs,…,ak= bk 时 ， 和 符号 成 立 。 


2.7 除法 


定理 2.6 若 a>>0>0，2>d>0， 则 ae/d>bVe。 特 别 地 ， 
对 于 a=2 =1， 考 c>4>0， 则 1/4>1/e。 

一 般 地 ， 车 ab 六 0， 拓 关 4d>0， 则 ca/d 志 >/of 当 且 仅 当 
4a=2D，c=d 时 ，a/dL=b/e。 

请 注意 ， 这 里 是 4/4，b/c， 不 是 a/e，, b/d,， 

例如 ， 由 不 镖 式 ?>6 及 5>>3， 得 到 7/3 之 6/5; 而 不 等 式 
7/5 之 6/3 则 是 错误 的 。 

由 7 之 6, 5 宝 3， 还 能 得 出 1/6 之 1/7 及 1/3 之 1/5。 

证 明 ”我们 有 


因为 CEP,4EP， 所 以 由 公理 卫 ， 分 乓 64EP。 又 因为 4 之 b， 
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cd， 所 以 从 定理 2.5 得 到 4c 宕 bd， 因 此 分 子 ac -~ 5dEP 或 者 
EO0， 实 际 上 4c -bdEP, 除非 4=b 并 且 c = 4。 根 据 定理 1.1， 
一 个 负数 和 一 个 正 数 的 乘积 是 负 的 ， 而 乘积 


cds) 


等 于 非 负数 ， 且 cd 是 正 的 ， 因 此 


是 非 负 的 。 从 而 4/4d 宇 b/ce， 当 且 仅 当 4=b,c=d 了 时， Qa/fd 
= 5/e. 


1。 由 不 等 式 


证 明 


2 JE 
CV ET NA 


对 一 切 正 数 a,b 都 对 。 在 什么 情况 下 等 号 成 立 ? 

2. 证 明 ， 一 个 正 数 和 它 的 倒数 之 和 至 少 等 于 2 ; 即 证 
明 ， 对 所 有 正 值 4， 有 

a+ 二 2。 

对 4 的 什么 值 等 号 成 立 ? 

3。 证 明 ， 对 所 有 4,b,c 有 

a +b?+c>ab+bect+ca, 
4。 证 明 ， 对 一 切 4,b 有 
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(as ~ bi) Cat ~ b Sa — bs)? 


(a + bat + be) Ca + 33)?. 
5. 证 明 
ab rbc+carab??+bce +ea>abe 
对 所 有 非 负 数 a,b ,2 成 立 。 
6。 证 明 ， 
(@2 —b2)?>(a- 0) 
对 一 切 满足 ab 宕 0 的 a,b 都 成 立 ， 卉 且 
(a —b?)?< Ca—b) 
对 一 切 满 足 史 委 0 的 ab 都 成 立 。 
7. 证 明 ， 对 一 切 满 足 &+ 5 之 0 的 ,有 
a3 + bs>ab + ab?, 
8. 试 对 上 述 第 3 题 到 第 7 题 的 任何 一 题 ， 确 定 在 什么 
情况 下 等 号 成 立 。 


2.8 乘 笑 与 方 根 


定理 2.7 车 a 宝 b>0，m,n 是正 整数 , 且 a:“" 与 b14" 表 

示 正 的 二 次 方 根 ， 则 
. a"™/" >br’s 且 b-"/" a" ", 

一 般 地 ,车 a 宕 b 二 0, m 是 非 负 整 数 , n 是 正 整 数 ， 丸 a1“" 

与 5p" 表示 正 的 1 次 方 根 ， 则 
ob EB ob" "a" (2.9) 

当 且 仅 当 (D a= 5 时 ,或 者 (11) m= 0 时, .有 a""=b"%" 且 
b-"/"=a-"/*, 

对 于 4=9, b=4， 表 2 给 出 了 an"“" ,bmAa pn amva 的 
某 些 值 。 对 于 正 的 my/m ,有 9"?“ "六 4"“"， 但 是 4-" ">>9-"", 
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表 2 数 的 驰 生 的 实例 


gn/n | sgn/ h-m/s g-m/s 
人 
立 3 2 | 误 了 
1 站 | 二 
i 
2 81 16 | 二 | 二 


证 明 车 tr = 0 , 则 a" "=b"A"=b "4"=a =1， 此 
时 〈2.9) 式 的 等 号 成 立 。 

车 r 志 0, 则 根据 不 等 式 的 乘法 规则 (定理 2.5)，a" 之 b"， 
当 且 仅 当 4a = b 时 ， 等 号 成 立 ， 又 若 4 "<b1%" 成 立 ， 则 
Cal")"<Cb1%")* 即 a 之 b 也 成 立 ， 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 已 
知 4 之 b， 从 而 a1 "之 b14"。 因 此 4a"" 之 5"”"， 当 且 仅 当 
a =b 时 ，a" ?=b"/7, 

对 于 负 指 数 ， 今 

am] =0， bn = di 

则 


a ™/* bm/n 工 


二 
二 一 


龊 然 我 们 已 经 证 明了 关上 4， 那 么 从 定理 2.6 就 得 到 


1~、 1 
4 0 
即 
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DA PCTeLe 
当 和 且 仅 当 c = 4 即 4a = b 时 ， 等 号 成 立 。 
这 个 规则 可 以 被 推广 到 正 、 负 无 理 数 备 的 情况 。 


习 题 三 
1.。 证 明 ; 对 一 切 a。,b 有 
a+t+b /ar +b?\’? 
i < ) 
在 什么 情况 下 ， 等 号 成 立 ? 
2， 证 明 ， 若 4,5,c,d 是 正 数 (并 且 c 和 d 是 有 理 数 )， 


则 
(a° ~b°)(a’ -6b’)>0, 
且 
atstdrbrt+d >ab’ +a‘be, 
在 什么 情况 下 ， 等 号 成 立 ? 
3， 当 c = 4 = 1 时 ， 第 2 题 中 第 二 个 不 等 式 简 化 成 什 
么 ? 当 = 4 =1/2 呢 ? 
4. 对 于 bd 之 0, 证 明 :， 当 和 且 仅 当 ad 志 be 时 ，a/b&c/d， 
莽 且 这 里 每 一 处 的 等 号 当 且 仅 当 另 一 处 的 等 号 成 立时 玫 成 
立 。 
5。 证 明 ， 若 ac/d， 则 


当 且 仅 当 ad = bc 时 等 号 成 立 。 
6 . 证 明 ， 车 a/b 坟 co/d， a,b,c,d 是 正 数 ， 则 
a ¢ 
ph 
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当 且 仅 当 ad = bce 时， 等 号 成 立 。 
7。 证 明 ， 若 /bce/4，5, d 是 正 数 ， 则 
a a+c C 
互生 
当 且 仅 当 ad = bc 时 ， 等 号 成 立 。 
8 . 用 第 4 题 给 出 的 判别 法 ， 对 a 三 2， b =3, C=3, 
d = 6 ， 核 实 第 5,6, 7 题 结论 中 的 4 个 不 等 式 。 
9。 对 于 传递 性 、 加 灶 、 与 一 个 数 的 乘法 ,减法 ,乘法 、 
除法 以 及 乘 军 与 方 根 ， 写 出 与 “ 汪 >” 的 不 等 式 规 则 等 价 的 
UC» 规则 。 
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第 三 章 绝 对 值 


5.1 8 引 曙 


在 第 一 章 里 ， 我 们 根据 正 数 集合 尸 定义 了 不 等 式 4>>)。 
第 二 章 的 好 几 个 结果 (例如 关系 到 不 等 式 乘 法 的 定 理 2.5) 也 
都 要 求 其 中 某 些 数 必须 是 正 数 。 此 外 ， 定 理 2.7 中 的 数 如 果 
是 负 的 ， 那 么 其 分 数 次 客 其 至 可 能 不 是 实数 ， 例 如 当 4= -9 
时 ，a! 人 “就 是 这 种 情形 。 然 而 第 四 章 将 要 导出 的 许多 基本 不 
竺 式 却 恰恰 含有 分 数 次 星 。 因 此 很 自然 地 ， 我 们 常常 只 限于 
讨论 正 数 或 者 非 负 数 ( 正 数 及 霍 )。 

在 不 等 式 的 应 用 问题 中 ， 经 常 涉及 到 重量 、 体 积 等 等 ， 
也 涉及 到 某 些 数学 对 象 (例如 实数 、 复 数 、 向 量 ) 的 大 小 或 者 
绝对 值 。 它 们 都 是 通过 非 负数 来 度量 的 。 

为 了 将 不 等 式 应 用 到 以 后 各 章 中 去 ， 本 章 要 定义 实数 的 
绝对 值 ， 芽 讨论 它 的 某 些 性 质 。 下 面 还 将 给 出 一 些 带 绝 对 信 
的 杯 数 图 形 ， 这 些 画 数 虽 不 常见 却 很 有 趣 。 怎样 看 待 它们 ， 
我 们 将 提出 一 些 新 的 思想 。 


3.2 定义 

实数 a 的 绝对 值 记 作 14|， 我 们 可 以 用 种 种 等 价 的 方式 
来 定义 它 。 这 里 芬 虑 以 下 几 种 定义 。 

定义 ” 设 4 为 实数 。 著 a 为 非 负 数 ， 则 a 的 绝对 值 jal 
定义 为 4a; 车 a 为 负数 ， 则 |a| 定 义 为 -a。 

因此 ，|2| =2,10| =0, 而 | -2|= 一 (-2)=2。 

这 个 定义 的 主要 缺点 是 不 适合 作 代数 运 算 ， 例 如 ( 见 本 
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章 后 面 的 定理 3.2? 对 一 切 a,b， 有 
la+bl<lal + bl. 

大 家 可 以 对 4 >0,0>0 a>>0,b<0( 或 4<0,b>>0); a<0， 
b <0; 4a=0),b>0( 或 ao>>0,9=0) a=0,b< 之 0( 或 a<0,b= 
0); 4=0,b= 0 等 各 种 情况 ， 分 别 加 以 检验 。 但 是 这 样 做 很 
繁琐 ， 最 好 能 通过 标准 的 代数 程序 ， 给 出 一 个 统一 的 证 明 。 
这 件 事 准备 放 在 第 3.8 节 去 做 ， 在 那里 ， 我 们 首先 根 据 平方 
及 平方 根 给 绝对 值 下 了 一 个 等 价 的 定义 。 

本 节 开 头 的 定义 可 以 重 述 如 下 ， 

车 实数 a € 0O ， 则 其 绝对 值 |a| 是 0， 若 sa€ PP 或 a€ N， 
则 |al 是 集合 {a, -中 中 取 正 值 的 那个 数 。 

例如 ， 若 a =2， 则 |a| 是 {2, -2} 中 的 正 数 ， 即 2， 车 
4a=-2， 则 jal 是 {-2,-(-2)} 中 的 正 数 ， 即 2 。 

绝对 值 1a| 的 这 种 刻 划 与 上 面 的 定义 一 样 ， 不 适 合 作 代 
数 运算 。 


3.3 特殊 的 记号 

下 面 介 绍 的 关于 14| 的 麟 划 要 用 到 两 个 很 有 用 的 特殊 记 
号 ，max{f } 及 { }+。 我 们 先 给 出 它们 的 定义 。 

设 {41,42,… ,4nj 为 任意 的 实数 集合 ， 则 记号 

max{ai1,02,. ,an} 
表示 该 集合 的 最 大 数 。 

如 果 集 合 只 有 一 个 或 两 个 元 素 ， 那 么 我 们 仍 使 用 “最 大 
数 ” 这 个 词 ， 如 果 最 大 值 同 时 在 好 几 个 元 素 上 取 到 ， 那 么 这 
儿 个 数 的 任何 一 个 都 是 最 大 数 。 因 此 ， 

max{3,7,0, -2,5} =7, 
max{4,4} = 4, max{—3,—1}= 一 1。 
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在 带 有 记号 max{ } 的 表达 式 之 间 可 以 进行 算术 运算 
(尽管 有 基 些 困难 )， 例如 


(max{4,—3})C(max{0,5}) + max{-4,4}-max{-9,—8} =4 
2 max{1 ,4} . 


特别 地 ， 可 考虑 max{a, ~a}; 车 a =2， 则 
max{a, ~a} =imax{2, -2} =2= |al; 
车 a = -3， 则 
max{a, ~-a} =max{—3,—(-3)}=3= |al; 
车 4a =0， 则 
max{a, ~a} =max{0,0} =0= |al|s 
稳 等 。 于 是 对 任何 实数 4 ， 有 
max{a, -4}= |al, (3.1) 

(3.1) 式 给 出 了 绝对 值 |4| 的 另 一 个 齐 划 ， 

现在 来 考虑 第 二 个 特殊 记号 ， 

车 集合 {41,42,… ,4n} 至 少 有 一 个 非 负数 ， 则 记号 

{Q15023°" sn}t 
表示 该 集合 的 最 大 数 ， 若 此 集合 的 所 有 元 素 都 是 负数 ， 则 这 
个 记号 表示 0 。 因 此 
{3,7,0, —2,5}+=7, 
{4,4}+=4, {-3,—1}+=0,。 

与 max{ } 的 情况 相同 ， 对 含有 记号 { }+ 的 表 达 式 施 
行 算术 运算 是 困难 的 ， 但 也 是 可 能 的 ; 例如 

{4, —37+) {0,5}+) + {—4,4}+~{-9,-8}+_， 

2{1,4}+ 

以 上 两 例 表明 ， 记 号 max{ } 与 { 片 不 一 样 ; 事实 上 ， 

从 定义 容易 看 出 | 
26 


{aiyaz yan} 二 =Imaxf0, ay aa ,an} 
= mmax{0,max{alaa wan)})。 
从 而 
{alyaa ,0n} tmax{a1, ayan) 
当 且 仅 当 集合 {al,a,…，,an} 至 少 有 一 个 非 负数 时 ， 这 里 的 等 
号 成 立 。 
因为 对 于 任何 实数 4 ， 集 合 {a, - 中 至 少 有 一 个 非 负数 ， 
所 以 
{4a, ~a}t=max{a, -a}= |al., 
这 样 我 们 便 得 到 了 绝对 值 |a| 的 又 一 种 定义 : 


{a -a}+=|1al, 


习 题 一 
1。 确定 下 列 各 值 ; 
(a) max{ -7,—4,—1}s (b) max{3,7,v 2) 
(ce) max{—7,0,—1}; (d) max{0,4,1}; 
(e) max{3, —3,3}; 0) {-7,—4,—1}+,; 
(8) {3, T,v 2}+, (Ch) {~7,0, —1}T; 
(i) {0,4,1}+; (j) {3,—3,3}+, 


2, 对 于 任意 实数 集合 {41,42,…,4n}, 记 号 min{al,4,,…， 
an} 表 示 和 集合 {a1;,02,°% ,an} 的 最 小 数 ， 记 导 {aryaz an) 
表示 和 集合 {0,41,42,… ,an} 的 最 小 数 。 试 确定 下 列 各 和 值 ， 


Ca) min{ -7,—4,—1)3 (b) min{3,7,V 3} 
(ce) min{ -7,0, -1}3 (d) min{0,4,1}; 
(e) min{3, —3,3}; ({) {-7,~4,-—1}. 
(8) {3,7, V 2} Ch) {-7,0,-1) 
Ci) {0,4,1}-s (Cj) {3,—3,3} 。 
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3。 确定 
Cmax{~1,—2})({—1,—2}+)- (min{1,2})({1,2} ) 
的 值 。 
4。 证 明 
max{max{a,b,c},max{d,e}} =max{a,b ,c,d,e}. 
5。 举例 说 明 不 等 式 


max{a,b} +maxfc,d} 之 maxfapb,cd} 


并 非 永远 正确 ， 

6.。 证 明 
{a,b}t+ + {c,d}+t>{a,b ,c,d}t., 

7。 证 明 


{Q1,02,°% ,An} tmax{a, ao, ,Qn} 
min{ai,Q2, ,4}{01,02," ,An} 。 
使 上 面 三 个 严格 不 等 号 都 成 立 的 集合 存在 吗 ? 
8. 证 明 ， 若 o =max{a,b,c}， 则 
-a=min{—-a,—b,—c}, 
9 。 证 明 ，; {—a, -b} = — {a, b}t, 
10。 证明 ， 


max{di, da ,an} = max{ai, max{as,43,. ,an}}, 


5.4 图 象 的 考察 
我 们 研究 画 数 时 ， 经 常 采用 图 未 法 ， 因 为 一 张 图 可 以 使 
我 们 对 画 数 的 全 面 性 态 一 目 了 然 ， 相 反 ， 假 如 没有 图 ， 有 些 
性 质 就 可 能 模糊 不 清 。 无 论 是 讨论 平均 日 温 、 上 股票 涨 落 ， 还 
是 讨论 绝对 值 |x| ,以 及 诸如 此 类 ， 图 象 都 是 醒目 而 生动 的 。 
例如 ， 考 察 图 3.1 及 图 3.2 所 表示 的 画 数 
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的 图 象 ， 就 可 以 使 记号 max{ } 和 { 上 }+ 的 含义 更 加 清楚 , 在 
这 两 个 图 中 ， 画 数 


1 1 3 7 
三 一 X 一 一 二 一 一 一 X 一 -一 一 
WN 


的 图 形 是 由 实 线 及 在 该 方向 的 虚线 延长 线 所 组 成 的 。 


-3 委 * 入 3 的 图 形 -3 人 z 人 3 的 图 形 


为 了 从 直观 上 滥 划 绝对 值 ， 我 们 来 作画 数 y= |x| 的 图 
形 。 下 面 只 画 出 了 对 应 于 区 间 ~ 3x<3 的 那 一 部 分 ， 这 对 
我 们 的 讨论 没有 影响 。 

在 作 图 时 ， 我 们 先 考虑 画 数 y’ = x 的 图 形 ， 即 满足 方程 
y = x 的 有 序 实数 对 (x,y') 的 集合 的 图 象 ( 图 3.3), 再 考虑 画 
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数 y”= -x 的 图 形 ( 图 3 .4)。 


sat -7 a 
| -| 
| 
) -2 
,| 
图 3.3 图 3.4 
?7 =zy 一 3 委 z 委 3 的 图 形 72 = 一 x*，~3 人 x 人 3 的 图 形 


由 于 


|x| = max{x, 一 X} =max{y’ ,y”}, 
因此 y = |x| 的 图 形 就 是 y = max{y’,y"} 的 图 形 , 也 就 是 说 ， 
对 于 每 个 横 坐标 x ， 将 纵 坐 标 儿 与 妈 的 较 大 者 从 图 3.3 与 图 
3.4 中 挑选 出 来 ， 就 是 图 3.5 的 纵 坐 标 y。 例如 当 x = - 2 
时 ， 较 大 的 纵 坐 标 是 2 = 2 当 x = 1 时 ， 较 大 的 纵 坐 标 是 
4 = 1 等 等 。y = |x| 的 图 形 见 图 3,5。 


图 3.5 3.6 
7=]jz|; 3xz&3 的 图 形 7= 一 |s|， -3 志 z 坟 3 的 图 形 
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图 3.6 表 示 = -~ | zj 的 图 形 。 

比较 图 3.3 与 3.6， 我 们 发 现 ，y =x 的 图 形 的 左 哇 支 与 
y= 一 |x| 的 左 秆 支 重合 ， 而 右 守 支 在 y= - |z| 的 右 嘻 支 的 上 
方 ， 因 此 总 起 来 说 有 x 这 一 |x|; 再 比较 图 3.3 与 3.5 ,我 们 又 
发 现 ，y = x 的 图 形 的 右 千 支 与 y = | xj 的 右 侍 支 重合 ,而 左 
什 支 在 y = |x| 的 左 什 支 的 下 方 ， 因 此 总 地 有 x 三 |x|。 这 样 
一 来 ， 通 过 对 图 3.3,3.5 及 3.6 的 考察 ， 我 们 便 看 出 了 下 面 的 
结果 (当然 ， 不 考虑 这 些 图 ， 大 家 可 能 也 会 发 现 它 )， 

定理 3.1 对 于 每 个 实数 4 ， 有 

-lal<a<lal, 


当 且 仅 当 4 委 0 时 ， 左 边 的 等 号 成 立 ， 当 且 仅 当 4 之 0 时 ， 
右边 的 等 号 成 立 。 

定理 3.1 可 由 以 下 两 个 事实 推出 ，(1) 车 a € N 或 cEO， 
则 a = -lal; 若 sEP 或 saEO， 则 a=lal (2 任何 正 
数 大 于 任何 负数 ( 见 第 一 章 习 题 第 8 题 ) 。 

作为 练习 ， 我 们 来 考 虚 比较 复杂 的 带 绝对 值 的 画 数 图 
形 。 

先 看 画 数 


= (x+ |x|) 
的 图 形 。 当 x 之 0， 则 |x| =x， 因 此 
= 六 (x+ = 
当 x<0， 则 |x| = -x， 因 此 


= 上 Kx -xy= 
Y= X)= 0。 
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对 于 每 个 横 坐 标 x， 取 图 3,3 及 图 3.5 的 纵 坐 标 y 与 y 的 平 
均 数 作为 纵 坐 标 ， 便 得 到 图 3.7。 

容易 了 解 ， 图 3.7 也 是 y=max{0,x} 的 图形， 同样 ， 也 
是 y= {x}+ 的 图 形 。 因 此 对 一 切 x*， 有 


{x}+ = max{0,x} =(*+ |x|), 


我 们 再 来 着 
y=2|x+1|+|x| +|x~1|l~3 (3.2) 

在 区 间 - 2 委 x 委 2 上 的 图 形 。 当 x 之 1， 则 (3.2) 式 右边 的 各 项 
可 以 写成 

2lx+1|=2x+2, |x| =x， 

|x-1j=x-1， -3=—3, 
因此 

. y=2xX+2+X+X-1~3=4xX~-2, 
对 于 0<x<1，(3.2) 式 右边 的 头 两 项 可 以 象 前 面 那 样 写 ， 但 
是 第 三 项 
Ix-1|=1-x， 不 是 |x~1|=x-1。 

〈 你 能 说 明 为 什么 吗 ? ) 因 此 ， 对 于 0<x<1， 

y=2xX+2+X+1~X-3=2x, 
同样 地 ， 对 于 - 1 委 x* 委 0， 

y=2xX+2—-X+1~xX-3=0y 
对 于 x< -1 

y= -2xX~2-XxX+1-x-3= 一 4 一 4。 
这 就 是 说 ， 方 程 (3.2) 在 每 一 部 分 区 间 上 等 价 于 一 个 不 同 的 
线性 方程 。 分 别 画 出 每 一 部 分 的 相应 线段 ， 便 得 到 图 3,8 所 
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图 3.7 


7 = 二 (=+ 1z)，-3Sr<3 7=2le+1l+ls|+ls-1| -3, 
-2<s&2 的 图 形 
的 图 形 


习 题 二 


1。 对 于 -ao， 试 从 图 3.4,3.5,3.6 得 出 类 似 于 关于 a 
的 定理 3.1 的 结果 。 
2 对 于 -3 委 x 委 3， 夯 出 


(a) y=3(*- 1x)); (b) y= 去 (|x| -xz)) 


(Co) y= -地 (x+ 1x|) 


的 图 形 。 
3. 试 确 定 第 2 题 中 哪些 图 形 是 下 列 图 形 之 一 ; 
(d) y= min{0,x}; (e) y= max{0, ~ X*}; 
(f) y=min{0, -x}; (8) y= {x}s 
(h) y= {—x}t, (i) y={-x} 
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4。 对 于 - 3 委 x 委 3， 画 出 . 

(a) y=max{x, —x—2}; (b) y=min{x,—Xx—2}3 

(c) y= {x, —x~2}t, (d) y= {x, -x—2}™ 
的 图 形 。 

5。 对 于 - 3 委 x 委 3， 画 出 

y=2|x—-1| -|x|+2|x+1| -5 

的 图 形 。 

6。 .由 方程 y= f(x) 所 定义 的 画 数 称 为 偶 画 数 , 如 果 对 一 
切 x, 有 f( 一 x) = f(x); 称 为 奇 函 数 , 如 果 对 一 切 x, 有 f( 一 x) = 
-fxz)。 例 如 由 2= 涯 所 定义 的 函数 是 偶 画 数 , 因 为 (- 22 = 
x2 而 由 = xs 所 定义 的 画 数 是 奇 画 数 ， 因 为 (-x73= 一 x33 
当然 ， 有 些 画 数 襄 不 是 偶 画 数 ， 也 不 是 奇 画 数 。 在 从 图 3.3 
到 3.6 所 示 的 画 数 中 ， 哪 些 是 偶 画 数 ， 哪 些 是 奇 画 数 ? 


5.5 “符号 ” 画 数 


另 一 个 与 |x| 紧 密 相 联 的 画 数 是 图 3.9 所 表示 的 责 数 ， 这 
就 是 由 y= sgnx( 读 作 “x 的 符号 ”， 不 要 与 sinx 相 混 淆 ) 所 
表示 而 由 等 式 

+1, x*>0, 


38aY = 0, XxX=0, (3 .3) 


所 定义 的 范 数 。 

在 图 3.9 中 ， 相 应 于 (0;1) 和 (0, -1) 的 点 是 没有 阴影 的 
空 圆圈 ， 强 调 这 两 个 点 不 包括 在 图 里 ， 相 应 于 (0,0) 的 点 被 
一 个 有 阴影 的 圆 所 有 覆盖， 强调 这 个 点 是 包括 在 这 个 图 里 的 。 

画 数 y= sgnx 通过 如 下 定义 的 斜率 概念 与 y = |x| 发 生 联 
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图 3.9 y=sgnz，~3<z&3 的 图 形 

条， 

设 工 是 坐标 平面 内 一 条 不 垂直 于 x 轴 的 直线 ，Pi(xy) 
与 Pa《Xx2,y2) 是 上 上 两 个 不 同 的 点 ; 见 图 3.10 和 3.11。 从 Pl 走 
到 Ps 的 垂直 升 高 是 有 向 距离 如 -yi ， 水 平 进程 是 有 向 距离 
Xz 一 X1 关 0。 当 然 , 这 里 的 “ 升 高 ”或 者 “进程 ”都 可 能 是 负 
的 ; 例如 在 图 3.11 中 ， 升 高 y 一 就 是 负 的 (实际 上 是 一 个 
“降落 ”)。 升 高 与 进程 的 比 ， 对 于 直线 世上 所 有 不 同 的 点 
PP。 来 阅 有 相 岗 的 值 ， 我 们 定义 它 为 工 的 斜率 人 如: 


m= Yi , 
Xo ~— Xl 
了 
站 |] 
NE 
~ 
图 3.10 有 正八 率 的 直线 图 3.11 有 负 斜 率 的 直线 
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容易 验证 直线 y=x 及 y= -x 的 斜率 分 别 是 1 和 - 1， 
见 图 3 .3 与 3.4。 

现在 考虑 图 3.5 所 示 的 y= [x| 的 作 举 ， 请 记 住 图 3.9 所 
示 的 y= sgnx 的 纵 坐 标 。 

对 于 x>>0，y = |x| 的 图 形 与 y=x 的 图 形 重 合 ， 因 而 有 
科 率 人 =1。 对 于 x>>0，y= sgnx 的 图 形 有 纵 坐 标 y=1。 

对 于 x<0，y= |x| 的 图 形 与 y= ~x 的 图 形 重 合 ， 因 而 
有 笠 率 区 = -1。 又 对 于 x<0，y = sgnx 的 图 形 有 纵 坐 标 = 
-1。 

对 于 xX=0,，y= |x| 的 图 形 的 科 率 没有 定义 ， 但 是 可 以 
说 在 点 (0,0) 处 的 右 娃 率 是 1 ， 左 妊 率 是 1。 这 两 个 儿 率 的 
平均 数 是 [1+ 《1)]/2=0。 双 ,对 于 x*=0，y=sgnx 的 图 形 
有 纵 坐 标 y=0。 

因此 y= |x| 与 y= sgnx 在 几何 上 有 如 下 联系 ， 对 于 x 大 
0，y = sgnx 的 值 等 于 y= |x| 的 妊 率 的 值 ， 对 于 X=0，Jy= 
sgnx 的 值 等 于 上 述 右 杂 率 与 左 君 率 的 平均 数 。 

虽然 男 数 y= |x| 与 y=sgnx 相对 说 来 比较 简单 但 是 
它们 的 图 形 却 有 点 特别 ，y= |x| 的 图 形 没 有 连续 的 儿 率 ， 
y= sgnx 的 图 形 甚至 更 怪 ， 它 本 身 就 是 不 连续 的 。 这 里 我 们 
不 想 去 定义 连续 性 与 不 连续 性 ， 但 是 在 这 两 个 例子 中 ， 它 们 
的 直观 含义 应 该 是 清楚 的 。 

图 数 y= sgnx 与 y= |x| 除 了 有 上 述 几何 上 的 联系 外 ， 
还 有 一 种 对 我 们 很 有 启发 的 联系 。 稍 微 一 想 便 知 ， 对 于 任何 
实数 4， 有 


asgn4=|4l3 


因此 ， 这 个 等 式 又 给 出 了 绝对 值 1ja| 的 一 个 齐 划 。 
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1。 对 于 -3 和 x 委 3， 夯 出 通过 点 (0,0) 且 和 斜 训 为 


(a) m=0; (b) m= (ec) m= -1 
2. 试 作 出 

(a) y= Xx; (b) y=x+1s (ec)》 y=x+2, 
(d) y=x+3; (e) y=x—1; (f) y=x—-2 


位 于 正方 形 -1<x<1, -1<y<1 中 的 那 部 分 图 形 。 要 画 
(d) 的 相应 部 分 是 不 可 能 的 ， 为 什么 ? 

3， 对 于 -3<x< 和 3， 作 出 

(a) y= (x+1)sgnxy (b) y=x sgn(x+1) 
的 图 形 。 

4。 对 于 -3<x 之 3， 作 出 (x,y) 的 图 形 ， 要 求 对 于 每 个 
x ， 相 应 的 y 值 是 图 3.6 中 图 形 的 君 率 ， 对 于 每 个 没有 定义 
娃 率 的 x， 用 右 科 率 和 左 妊 率 的 平均 数 作 为 了 。 


3.6 不 等 式 的 图 形 


下 面 我 们 利用 图 形 的 直观 性 来 研究 几 个 带 绝对 值 的 不 等 

式 。 

先 考虑 等 式 |x| = 1 和 不 等 式 x 委 1. 该 等 式 丛 有 两 个 解 , 即 
x=1 和 x= -1 

而 不 等 式 的 解 是 整个 区 间 - 1 委 x 委 1。 又 ， 等 式 |x-1| = 2 恰 

有 两 个 解 

x=-] 和 x=3; 

而 不 等 式 lx -1| 声 2 的 解 是 满足 -1 和 xx 委 3 的 每 一 个 x 值 。 见 
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图 3 .12- 


一 
TT 0 1 2 3 4 
图 3.12 不 等 式 |s ~1| 志 2 的 图 形 
为 了 求解 不 等 式 
[xl + |y|<1, (3.4) 


我 们 分 别 考 虑 在 Oxy 平面 上 每 一 象限 的 情况 。 在 第 一 象限 ， 
x 之 0， J 宕 0, 
不 等 式 (3.4) 等 价 于 | 
x+3g 和 1。 
先 画 出 直线 x+y=1 即 直线 y=1-x 位 于 第 一 象限 的 那 部 


分 ; 既然 要 求 的 是 
Jy<1-—x 


的 解 ， 因 此 图 形 是 由 第 一 象限 中 那些 或 者 在 这 条 直线 上 面 或 
者 在 这 条 直线 下 方 的 点 所 组 成 的 。 

这 部 分 图 形 由 图 3.13 表 东 ， 而 图 3.14 是 不 等 式 (3.4) 的 
整个 图 形 ， 


也 
{0,1) 
Oo * 
图 3.13 . 图 3.14 
lz|+1;|<1, + 之 0， 之 0 的 图 形 1z1+]7?| 志 1 的 图 形 


还 可 以 认为 图 3.13 是 下 列 不 等 式 集合 
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xX+y<1l, x>0， PP0 (3.5) 
的 解 的 图 形 。 

在 图 3.15 中 ，(a) ,(b),(c) 的 阴影 区 域 分 别 由 (3.5) 的 第 
一 ， 第 二 和 第 三 个 不 等 式 的 解 所 组 成 ! 〈d) 中 的 三 重 阴影 区 
域 是 全 体 不 等 式 (3.5) 的 公共 解 。 因 此 ， 虽 然 等 式 集合 
: xX+y=1, X=0, y=0 

没有 一 对 (Xx, 四 值 能 够 满足 ， 但 是 不 等 式 集合 (3.5) 却 有 整整 
一 个 解 的 区 域 。 

类 似 地 ， 等 式 |x| =1 只 有 两 个 解 ， 而 不 等 式 |x| 志 1 却 有 
整整 一 个 解 的 区 间 。 因 此 ， 一 个 不 等 式 的 全 部 解 的 集合 (或 
不 等 式 的 集合 ?往往 比 与 它 相 应 的 等 式 的 全 部 解 的 集合 (或 等 
式 的 集合 ) “丰富 ” 得 多 。 

习 题 

1。 在 图 3.15(d) 中 , 斑 面 被 分 成 7 个 不 同 的 阴影 部 分 。 
每 一 部 分 连同 它 的 边界 都 构成 某 三 个 不 等 式 集合 的 解 ， 例 如 
有 一 个 集合 是 x 三 0,y 宇 0,* +y 宇 1。 试 对 每 一 部 分 区 域 给 出 
相应 的 不 等 式 集合 。 

2。 夯 出 

(a) |x| -1y| 宇 1]， 对 于 -2<x<2; 

Cb) [xl +2]jy|<1 


3，。 画 出 不 等 式 组 ，V<x + 3, -2 过 x 二 2,y 宇 0 的 图 形 ， 
4。 页 出 不 等 式 组 ， 2x +JS5，x -3 和 1，xY+23 委 7 的 


5。 画 出 不 等 式 组 ， 2x +y 宇 5, xX-y 宇 1，Xx + 2y 之 7 的 
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Cc) 


药 3.15 (a) z+7&1， (b) xz 之 0， (c) 7 之 0 的 不 完全 的 图 形 ; 
(d) 是 (a)，(b) 和 (c) 的 相交 部 分 的 三 重 明 影 区 域 的 图 形 


3.7 代数 的 旭 划 

初 看 上 去 ， 把 |a| 的 下 一 个 也 是 最 后 一 个 齐 划 作为 一 种 
定义 似乎 是 最 不 合乎 需要 的 ， 因 为 它 注 回 而 又 不 自然 ; 但 
是 ， 它 的 好 处 是 在 代数 上 最 易于 处 理 ， 因 此 它 是 我 们 以 后 最 
常用 的 一 个 定义 。 

我 们 考虑 下 面 的 事实 ， 若 a= - 2， 则 


aa=(-~2)2=4， V4=2=|al， 因此 we=ilely 


车 a=0， 则 
oa=02=0，w0=0=lal， 因此 va=|al; 
车 4=2， 则 


4=22=4，w4=2=|al， 因此 v=|al。 
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类 似 地 ， 对 于 一 切实 数 a ， 有 
woz= |al， 
这 就 是 1e| 的 代数 的 刻 划 。 


等 式 |a| = v 吗 实 际 上 表达 了 上 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagorean) 
关系 式 (直角 三 角形 斜 边 长 底 。 与 两 条 直角 边 长 度 4,b 之 间 
的 一 个 关系 式 ) 

| C= wa 二 8 


在 b=0 时 的 特殊 情形 。 因 此 实数 4 的 绝对 值 可 以 解释 为 数 
轩 上 从 原点 到 4 点 的 线段 长 度 或 大 小 (图 1,1)。 进 一 步 学 习 
数学 的 读者 很 快 就 会 知道 ， 绝 对 值 的 这 最 后 一 个 刻 划 ( 以 及 
与 之 相 伞 随 的 长 度 的 几何 概念 ) 可 以 适当 地 推广 ， 因 此 ， 对 
于 其 它 数学 对 象 例如 向 量 和 复数 也 都 可 以 定义 绝对 值 。 

在 |a| 的 上 述 代数 表达 式 中 ， 需 要 注意 两 点 ; 第 一 ，a? 是 
非 负 的 ， 所 以 它 的 平方 根 是 实数 ， 第 二 ， 由 定义 ， 记 号 
表示 非 负 平方 根 。 我 们 知道 ，( 土 2)2= 4， 因 此 4 有 两 个 平方 
根 ， 即 士 2， 但 是 在 代数 运算 里 ,记号 4 只 表示 2 ， 不 表示 
-2。 例 如， 考虑 锋 式 


5+w4=7， 5-w4=3 


和 

5-w4=7， 5+w4=3。 
我 们 认为 前 两 个 等 式 是 对 的 ,后 两 个 是 不 对 的 ,因为 记号 
总 意味 着 非 负 平方 根 。 也 正 是 由 于 这 个 原因 ， 在 我 们 所 熟悉 
的 二 次 方程 

axi+bx+c=0, a0 
的 求解 公式 中 ， 记 号 vw 之 前 要 出 现 土 号 ， 即 
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A —b+tvb?-dac 
7 


习 题 五 
1. 从 些 达 哥 拉 斯 关系 式 大 家 可 以 看 出 ， 满 足 方程 
X2 十 2 一 人 
的 解 一 一 点 (x,y) 的 集合 ( 轨 灰 ) 构成 以 原点 为 圆心 ，7 为 牢 
径 的 圆周 。 试 确定 满足 不 等 式 
xX2 + yA25 
的 解 一 一 点 (x，, 幼 的 集合 。 
2. 复数 x+iy 的 绝对 值 定义 为 
[x tiy| = x?+y, 
用 平面 内 坐标 为 (x, 四 的 点 来 表示 Xx +iy， 试 确定 满足 
1<|x+iy|<2 
的 解 的 集合 。 
3. 确定 满足 
[x+iy+1|= {x+t+iy—1| 


的 点 x+iy 的 轨迹 。 


3.8 “三 角形 ”不 等 式 


早 在 本 章 第 3.2 节 我 们 就 提 到 了 下 面 定理 3.2 的 不 等 式 
(3.6)。 由 于 儿 何 上 的 原因 ， 它 通常 称 为 “三 角形 ”不 等 式 ， 
这 些 原因 我 们 将 在 第 四 章 中 进一步 去 讨论 。 下 面 是 关于 这 个 
不 等 式 的 完整 的 命题 ， 

定理 3.2 ”对 于 任意 实数 4 与 5 ， 有 

la} + 1b|2larbly (3.6) 


42 


当 且 仅 当 ab 汪 0， 也 就 是 当 生 仅 当 4 与 2 或 者 都 交 0 或 者 都 
委 0 时， 符号 成 立 。 
例如 ， 若 sa=5， = -2， 则 
la+b|=|15+(~-2)|=3, 
而 
lel +15|1=1[5[+1-21=7, 
但 是 ， 若 4= -5, b= -2， 则 
| la+b|=|(-5)+(-2)|=7, 
而 
lal +15]=1-5|+|-2|=7. 
我 们 可 以 对 不 等 式 (3.67 给 出 一 个 通俗 、 直 观 的 解释 ， 
车 a 与 b 符号 相反 ， 则 在 不 等 式 右边 ，。 与 “互相 抵消 ?， 
因此 它们 联合 的 力量 遭 到 了 出 三， 但 是 在 不 等 式 左边 ，4 与 
8 却 一 下 是 “齐心 协力 ”的 。 
可 以 同样 地 来 理解 不 等 式 
la-bl2llal -12ll, (3.7) 
当 且 仅 当 ab 这 0( 即 4 与 或 者 都 之 0 或 者 都 三 0) 时 ， 等 号 
成 立 。 此 处 ， 在 不 等 式 右边 ，a 与 总 是 “结算 差额 ”; 相 
反 ， 在 不 等 式 左边 ， 当 a 与 6 符号 相 肥 时 ， 这 两 个 数 却 齐心 
协力 地 增 大 了 联合 的 力量 。 
现在 我 们 利用 绝对 值 的 代数 定义 | a | = wa 来 证 明 不 等 
式 (3.6) 与 (3.7)。 
事实 上 ， 不 等 式 (3.6) 等 价 于 


Va+t+v b>v (at+pb)2 (3.8) 
而 (3.8) 又 等 价 于 
(Va+rv bb) (a+tb)’, (3.9) 
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这 是 因为 在 (3.8) 两 边 取 平方 便 得 到 (3.9)( 见 定理 2.5》 
在 (3.9) 两 边 取 非 负 平方 根 又 得 到 (3.8)( 见 定理 2.7)。 
显然 (3.97 可 疏 与 为 
a +2v db + ba +2ab+b", 

再 根据 不 等 式 的 加 法 、 减 法 坟 及 与 正 数 的 莱 法 规则 ，(3 .9) 
等 价 于 

ab? >ab, (3.10) 
但 是 


因此 (3.10) 等 价 于 
|ab|>ab, (3.11) 
于 是 (3.6)7 与 (3.11) 等 价 。 

由 定理 3.1 知 任意 实数 小 于 或 者 等 于 它 的 绝 对 值 ， 因 此 
(3.11) 是 正确 的 ; 当 且 仅 当 4b 之 0 时 ，(3.11) 的 等 号 成 
立 。 从 而 与 (3.11) 等 价 的 不 等 式 (3.6) 也 是 正确 的 当 且 
仅 当 ap 之 0 时 ， 等 号 成 立 。 

将 不 等 式 (3.7) 写 成 如 下 等 价 形 式 

va-5>| (Va vby 
之 后 ， 可 以 类 似 地 证 明 (3 .7)。 
不 过 ， 有 趣 的 是 (3.7? 还 可 以 直接 从 (3.6) 扒 出来。 事实 
上 ， 用 a -5 去 替换 (3.6) 中 的 a， 就 得 到 
Ja-b) +]b|>|ja-b+b|j, 
或 者 
la—-bi +12| 守 lal, 
再 依照 减法 规则 (定理 2.4) 便 得 到 
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le-5bl 之 lal - 121。 (3.12) 
类 似 地 ， 用 b -a 去 替换 (3.6) 中 的 ， 得 到 
lal| +1b-~al 宇 la +b -al, 


或 者 
lal +15-al>151, 
即 
la-bl>15| -lol. (3.13) 
又 因为 


ljal =- 161} =max{Cle] -15]), ~- (lal -181)} 
=max{(|a| -~ 181),C12| ~ 1al)}, 
所 以 从 (3.12) 和 (3,13) 便 得 到 
la-bl 宕 ||al ~ 1421, 

即 (3.7) 是 对 的 ， 当 且 仅 当 (3.12) 或 (3.13) 的 等 号 成 立时 ， 
(3.7) 的 等 号 也 成 立 。 

因为 用 ea- 去 替换 a 后 得 到 了 (3.12)， 所 以 当 且 仅 当 
(4a-b)b 之 0， 即 4b 之 0? 时 ，(3.12) 的 等 号 成 立 ， 显 然 后 面 
这 个 不 等 式 当 且 仅 当 ab 宇 0 且 |a| 之 1b| 时 ， 才 是 正确 的 。 类 
似 地 ，(3.13》 的 等 号 当 且 仅 当 a(b-0) 之 0， 即 2 之 2 时 
成 立 。 后 面 这 个 不 等 式 当 且 仅 当 4ab 之 0 且 12| 之 14| 时 是 对 的 。 
考虑 到 不 等 式 |aj 之 1 中 和 | 外 人 |cj 至 少 有 一 个 成 立 ， 于 是 证 
明了 当 且 仅 当 ap 之 0 时 ，(3.7) 的 符号 成 立 ， 这 样 ， 我们 便 
从 (3.6) 推 出 了 (3.7)。 

大 家 可 能 已 注意 到 ， 认 然 上 代表 任意 实数 ( 正 数 、 震 或 
者 负数 )， 那 么 如 果 用 一 b 去 替换 b ,不 等 式 (3,6) 与 (3.7) 
仍然 成 立 ， 因 此 从 (3.6) 得 到 

lel + 121 宕 la -61， (3,14) 
其 (3,7) 又 得 到 
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lat+b|l 之 |1al -1211 (3.15) 
当 且 仅 当 a( -5) 尖 0, 即 4b 过 0 时 ， 竺 号 成 立 。 
把 不 等 式 (3.6),(3.7),(3.14) 和 (3:15) 合 在 一 起 ， 便 可 
以 写成 


lal +15|2la+bl21lal -1511, (3.16) 
习 题 六 
1。 从 绝对 值 的 代数 记 划 出 发 ， 证 明 ， 对 一 切实 数 4 ， 
b 有 
(a) | ~al=|al; (b) labl =|1al .bls 
(¢) | 至 = 二 | bz0。 
2， 当 
(a) a= ZN, b=27, (b) Q= 一 也 b= 2, 
co] a=2, b=03 (d) a= ~9, b= -10; 


(e) 4a=9, b= -10 
了 时, 试 确定 在 混合 不 等 式 |a-5b| 之 |la| 152|| 中 ， 是 符号 
《>” 成 立 呢 ， 还 是 符 导 “= ”成 立 ， A 


3。 当 . 
(a) 4a=3, b= -2; (b) a= ~3, b= -2 
(c) a=3, b=2; (d) a=0, b= -2; 


(e) a=0, b=0 
时 ， 试 确定 在 混合 不 等 式 la| + 15| 宇 la+8| 中 ， 是 符号 “之 ” 
成 立 呢 ， 还 是 符号 《= ”成 立 。 
4. 对 于 不 等 式 la+5| 之 ||a| - 151|， 重 复 第 2 题 。 
5。 对 于 不 等 式 |a| + 12| 之 la -5b1， 重 复 第 3 题 。 
6。 证 明 : 不 等 式 la-5b| 之 |1a| -151| 等 价 于 不 等 式 
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| ap | 之 ab, 

7. 证明， 如果 ab 主 0， 闭 么 ab 宇 min{a?,b?)}, 

8. 证 明 ， 从 14| = 可 以 推出 本 章 所 给 出 的 关于 
4| 的 每 一 个 刻 划 。 


第 四 章 ”经 典 不 等 式 


4.1 引 土 

基本 工具 已 经 准备 就 绪 ， 现 在 我 们 要 来 表演 几 套 数学 糜 
术 。 正 象 画家 可 以 从 画布 上 的 密 密 几 笔 创作 出 美丽 迷人 的 图 
画 ， 香 乐 家 能 够 将 很 少 几 组 示 符 变化 发 展 为 动听 美妙 的 旋律 
那样 ， 数 学 家 则 往往 通过 不 多 几 步 逻辑 推理 揭示 出 简明 优美 
的 结果 。 这 些 结果 尽管 简单 ， 然 而 在 其 来 龙 去 脉 被 领 儿 以 
前 ， 却 常常 象 魔 棍 变 出 来 的 戏法 似 的 显得 神秘 莫 测 。 

在 这 一 章 里 ， 我 们 将 利用 前 几 章 的 基本 结果 推导 出 数学 
分 析 中 几 个 最 著名 的 不 等 式 ， 这 些 不 等 式 是 数学 分 析 专 家 们 
随时 要 用 的 工具 。 

第 五 章 要 说 明 怎 样 利用 这 些 不 等 式 去 解决 一 系列 有 趣 的 
问题 ， 一 眼看 去 这 些 问题 似 与 代数 及 不 等 式 相距 甚 远 。 第 大 
章 继续 讨论 这 些 应 用 ， 养 讨论、 推广 距离 的 概念 。 

可 以 这 样 说 ， 数 学 的 魅力 之 一 在 于 按照 一 定 的 顺序 ， 运 
用 简单 的 思想 ， 得 出 一 个 又 一 个 起 初 无 论 如 何 也 想象 不 到 的 
结果 ， 


4.2 算术 中 项 与 几何 中 项 的 不 等 式 


(a) 数学 试验 

设 有 两 个 非 负数 ， 例 如 1 ，2 ， 我 们 可 以 用 两 种 方式 得 
到 它们 的 “中 项 ”， 这 就 是 算术 中 项 (或 其 和 之 人 中 )， 通 常 称 
为 “平均 值 ， 
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1+2 ,. 
2 =1,5, 


以 及 几何 中 项 (上 或 其 积 的 平方 根 ): 
wv1.2=1.414…。 

这 里 有 1.5> 之 1.414…。 同 样 ， 从 数 3 与 9 出 发 也 能 得 到 算术 
中 项 (3 + 9)/2 = 6 以 及 几何 中 项 27 =5.19…。 注 意 ， 双 有 
6 之 5.19…。 继续 用 随机 选 出 的 一 对 非 负 数 例 如 11 与 13，172 
与 1/4 等 等 去 做 ， 我 们 总 是 观察 到 相同 的 事实 ， 算 术 中 项 大 
于 几何 中 项 。 

我 们 是 否 有 把 担 把 这 一 发 现 推广 成 为 某 种 结论 呢 ? 当 罕 
觉 到 有 可 能 存在 一 个 定理 的 时 候 ， 我 们 的 数学 嗅觉 就 开始 高 
度 地 兴 碍 起 来 。 说 不 定 这 个 结论 对 任意 一 对 非 负 数 都 是 对 
的 ! 换 句 话说， 我 们 猜测 两 个 非 负数 的 算术 中 项 至 少 与 几何 
中 项 一 样 大 。 下 面 我 们 用 代数 符号 来 类 达 这 -- 猫 测 ， 并 在 
(hb ) 段 中 给 出 证 明 。 

定理 4.1 对 于 任意 非 负数 ae， ， 有 

a+b 

当 且 仅 当 4 = b 时 ， 等 号 成 立 。 

注意 ， 若 此 二 数 有 一 为 正 ， 另 一 为 负 ， 则 (4.1) 无 意义 ， 
因为 (4.1) 的 右边 是 虚数 。 若 此 二 数 均 为 负数 ， 则 (4.2) 左 
边 为 负 ， 右 边 为 正 ， 因 此 定理 不 成 立 。 

上 面 那 种 先 用 具体 数字 反复 试验 而 后 引出 定理 的 方法 ， 
是 数学 家 们 在 探索 新 定理 时 所 经 常 使 用 的 ，。 在 以 前 ， 这 样 做 


vabs (4.1) 


Q@ 不 等 号 不 能 用 于 虚数 ， 只 能 用 于 其 绝对 值 。 
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是 十 分 艰苦 的 。 但 现在 ， 利 用 现代 数字 计算 机 ， 风 小 时 之 内 
就 能 试验 成 千 上 万 种 情形 。 这 种 数学 试验 


常 给 我 们 提供 有 价 

值 的 线索。 
习 题 一 

1. 关于 以 下 数 对 ， 试 确定 算术 中 项 与 几何 中 项 : 

(a) 2 ，8 (b) 3 ,12; 

(ce) 4,9; (d) 0 ,20。 

2。 设 7 为 非 负数 。 关 于 以 下 数 对 ， 试 确定 算术 中 项 与 
几何 中 项 ， 

(a) p, 9p; 


(b) 0 » ps 
(c) 2， 2p2, 


(Pb) 关于 两 个 数 的 算术 中 项 -几何 中 项 不 等 式 的 证 明 

平方 根 比较 麻烦 ， 为 了 证 明 方便 ， 不 妨 将 4a ,b 写 为 

a=0, b=@, (4.2) 

这 样 做 是 可 以 的 ， 因 为 定理 4.1 中 4 ,) 都 是 非 负 数 。 这 样 一 
来 ， 我 们 所 要 证 明 的 关系 式 (4.1) 就 变 成 


人 


pa (4.3) 
其 中 c ,4 为 任意 实数 。 不 等 式 (4.3) 当 且 仅 当 
0 cd 之 0 (4.4) 


时 成 立 。 再 根据 处 理 不 等 式 的 基本 法 则 ， 知 (4.4) 等 价 于 
c2+d?~2cd 守 0。 (4.5) 

现在 我 们 认 出 了 一 个 老 朋 友 ， 即 
ot+d?—2cd= (cd)’, 


(4.6) 
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字 是 (4.5? 千 价 于 
(ed):>0, 《4.7》 

由 定理 1.3， 芷 何 实数 的 平方 是 非 负数 ， 因 此 (4.7? 是 对 
的 .这 样 ,(4.5) 从 而 (4.4),(4.3) 以 及 (4.2) 也 都 是 对 的 。 
(4.7) 的 等 号 当 且 仅 当 ce-d=0, 即 ce=d 时 成 立 ; 等 价 地 ， 
(4.1) 的 等 号 当 且 仅 当 4a=6b 时 成 立 ， 

请 注意 ， 尽 管 定理 4.1 的 不 等 式 (4.1) 只 适用 于 非 负 数 
4 ,b ， 但 是 不 等 式 (4.3) 却 对 一 切实 数 c,d 都 成 立 (其 中 等 
号 成 立 的 条 件 是 c=4)， 下面， 大 家 还 将 注意 到 与 此 有 关 的 
第 4.4 节 及 4.6 节 的 结果 同样 不 仅仅 限于 非 负数 ， 它 们 关于 所 
有 的 实数 也 都 是 对 的 ， 

(0c) 几何 证 明 


定理 4.1 也 可 以 用 几何 方法 加 以 证 明 。 考 虑 y=x 的 图 形 


( 见 图 4.1)。 设 S,T 为 四 X=y 


直线 y=x 上 坐标 分 别 
为 (ce,c) 及 (d,d) 的 两 
点 。 莽 考虑 点 P(e,0)， 
Q(0,4), RCc,4), 如 图 


Q& 
- 


所 示 。 由 于 O 长度 为 “一 De 上 一 一 ~ 
c ，P 了 PS 有 相同 的 长 度 6 ey 
c， 因 此 三 角形 OPS 图 4.1 不 等 式 2 cd 的 几何 证 明 


的 面积 为 2/2， 即 底 乘 
高 的 一 人。 类 似 地 ， 三 角形 08T 的 面积 为 好/2。 
现在 考 寨 年 形 OPRO ， 它 的 面积 被 三 角形 OPS 和 OQT7 
所 完全 覆盖 ， 因 此 
面积 (OPS) + 面积 (OQT) 宇 面积 (OPRQE)。 (4.8) 
因为 OPRC 的 面积 是 cd， 即 长 乘 宽 ， 所 以 可 将 (4.8) 用 代数 
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Cd _、 
一 一 之 Cd。 (4.9) 


不 黎 式 (4.9) 与 不 等 式 (4.3) 是 完全 一 样 的 ， 二 是 完成 了 定理 
4.1 的 几何 证 明 。 
我 们 进一步 看 到 ， 仅 当 三 角形 了 RS 面积 为 需 ， 即 $ 与 
重合 因而 6= 4d 时， 等 号 成 立 ， 
《d) 几 何 推 广 
稳 微 想 一 下 就 会 发 现 ， 
当 OTS 不 是 一 段 歼 线 而 是 
一 段 曲线 时 ， 上 述 论 证 仍然 
成 立 。 考 虑 图 4.2, 显 然 下 式 
成 立 : 
. 面积 (OPS) + 面积 (OQT) 
宇 面 积 (OPRQE)。 (4.10) 
当 你 们 学 过 微 积 分 并 且 学 会 了 如 何 计算 简单 曲线 面积 ， 
上 比如 计算 曲线 y=x"( 其 中 4 是 任意 实数 ) 的 下 方 图 形 的 面积 
以 后 ， 你 将 会 发 现 ， 这 个 方法 将 以 一 种 非常 简单 的 方式 产生 
出 许多 有 趣 的 不 等 式 。 在 本 章 后 面 几 节 ， 我 们 将 依 不 同 的 途 
径 得 到 其 中 的 一 些 不 等 式 。 


图 4.2 ”一 个 更 一 般 的 几何 不 等 式 


习 题 二 
1。 爹 4 与 b 表示 下 线 上 相 
邻 两 线段 的 长 度 ， 工 以 它们 的 和 
为 直径 画 一 个 圆 ,如 图 4.3。 证 : 
明 ， 此 圆 御 径 + 是 a 与 b 的 算术 Fe 
中 项 ， 垂 直 距 离 有 凡是 它们 的 几何 图 4.3 
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中 项 。 
2. 非常 自然 地 出 现在 光学 和 电网 研究 中 的 平均 值 是 调 
和 中 项 对 已 知 黄 个 正 数 4 与 ， 由 关系 式 


外 二 过 
ec a b 


所 决定 的 数 “ 称 为 调和 中 项 。 由 这 个 方程 解 出 c。， 得 到 


2 2ab 


oatriJb atpb® 


证 明 ， 调 和 中 项 小 于 或 等 于 算术 中 项 ， 而 且 也 小 于 或 等 于 几 
何 中 项 ， 当 且 仅 当 4 = b 时， 等 号 成 立 ; 即 证 明 


QG 十 人 ab 
Ve 
3 . 求 出 以 下 各 数 对 的 调和 中 项 ， 几 何 中 项 及 算术 中 项 ， 
(a) 2，8; (b) 3，125 (c) 4, 93 
(d) 5, 7; (e) 6，6。 


4。 距离 4 、 速 度 * 和 时 间 t 的 关系 是 4=7i。 证明, 如 
果 从 一 个 城镇 到 另 一 个 城镇 ， 一 全 路 程 用 速度 7, 走 ， 另 一 
由 路 程 用 速度 rs 走 ， 那 么 ， 平 均 速 度 就 是 和 ?7s 的 调和 中 
项 。 但是， 如 果 在 一 侍 的 时 间 内 用 速度 7; 走 ， 在 另 一 牢 时 
间 内 用 速度 7s 走 ， 那 么 平均 速度 就 是 71 和 ?2 的 算术 中 项 。 
如 果 到 ra ， 用 哪 一 种 方法 可 以 更 快 地 到 达 目 的 地 ? 

5. 用 定理 4.1 的 结果 解决 第 二 章 第 2.7 节 的 第 2 题 。 


(e) 关于 三 个 数 的 算术 中 项 -几何 中 项 不 等 式 
让 我 们 来 作 进 一 步 的 试验 。 取 三 个 非 负 数 比 如 1 ,2,4， 
象 前 面 那样 ， 我 们 计算 它们 的 算术 中 项 一 一 简单 的 平均 值 
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= 2.33%, 


再 计 算 它们 的 儿 何 中 项 ， 邯 共 积 的 立方 根 
V1e2e4=2, 
我 们 看 到 ， 这 三 个 数 的 算术 中 项 大 于 它们 的 儿 何 中 项 ， 
用 三 个 非 负数 作 若干 这 样 的 试验 ， 我 们 总 是 观察 到 同样 的 结 
果 。 于 是 我 们 猜想 又 找到 了 另 一 个 定理 。 是 不 是 定理 4.1 可 
以 有 一 个 推广 ， 即 三 个 非 负 数 的 算术 中 项 至 少 与 它们 的 几何 


中 项 一 样 大 呢 ? 
我 们 希望 证 明 
定理 4.2 ”对 于 任意 三 个 非 负数 ,hb ,“， 有 
++ > Yabo, G4.11) 


当 且 仅 当 4=b=6 时 ， 等 号 成 立 。 
为 了 去 掉 立 方 根 ， 今 


Q =X3， b=ys, de (4.12) 
用 这 些 值 去 替换 (4.11) 中 的 a ,b,c ， 得 到 
X3 十 3 十 23 
ee (4.13) 
它 等 价 于 
X8 二 33 +23 一 3X82 之 0。 (4.14) 


下 面 道 过 证 明 (4.14) 对 任意 非 负数 x , y , z 成 立 来 证 明定 理 
4.2。 
我 们 再 次 得 到 一 个 可 以 分 解 因 式 的 表达 式 。 它 的 因 式 分 
解 不 象 上 面 用 到 的 (4,6) 懂 样 普通 ， 但 仍然 是 很 有 用 的， 这 
就 是 
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Xh ys + 2 一 3X 
=(X+Y+2)X + +2 XY XZ —y2), (4.15) 
此 式 可 用 续 法 来 验证 。 

因为 x+y+z 是 非 负 的 ， 即 (4.15) 右 边 的 第 一 个 因 式 是 
正 的 (除非 x=y=z=0), 所 以 为 了 证 明 (4.14)， 只 需 证 明 第 
二 个 因 式 也 是 非 负 的 ， 即 只 需 证 明 

XE+22 XY -x2 ~ yz0, (4.16) 
利用 不 等 式 (x 一 ?=x?+ yr 一 2xy 宇 0《 此 不 锋 式 在 上 面 
(b) 段 中 已 用 过 一 次 )， 便 可 推出 不 等 式 (4.16)。 先 写 出 
Xl+Y 2XY, XI+2>2x2, +2>2yz, (4.17) 
再 将 这 三 个 不 等 式 相 加 ， 便 得 到 
2(X2 十 刀 十 32) 之 2(X + Xz + yz2), (4.18) 
此 式 与 我 们 所 要 证 明 的 不 等 式 (4.16) 等 价 。 这 里 当 且 仅 当 
x=3 = 时， 等 号 成 立 。 

启 然 不 等 式 (4.16) 已 皱 证 明 是 正确 的 ,而 且 x+y+2z 志 0， 
因此 (4.15) 的 左边 也 关 0， 即 不 等 式 (4.14) 成 立 。 而 (4.14) 
等 价 于 (4.11) ,于 是 我 们 证 明了 关于 三 个 数 的 算术 中 项 -几何 
中 项 不 等 式 ， 在 (4.14) 中 ， 等 号 成 立 的 条 件 是 x=yY=z， 这 
等 价 于 在 (4.11) 中 等 导 成 立 的 条 件 为 = = c。 

(f)》 基于 叶 个 数 的 工本 中 项 -几何 中 项 不 等 式 

在 这 次 成 功 的 鼓 乱 下 ， 我 们 猜测 对 于 两 个 数 的 以 及 三 个 
数 的 中 项 所 得 到 的 结果 .仅仅 是 对 于 任意 多 个 正 数 都 成 立 的 
普 副 定理 的 一 个 特殊 情形 。 如 果 这 一 筑 测 是 对 的 ， 那 么 我 们 


有 如 下 结果 ， 
定理 4.3 对 于 任意 n 个 非 负 数 Qi, 2 ,dn 有 
下 (4.19) 
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当 且 仅 当 ai = aa =… = an 上 时， 等 号 成 立 。 

这 就 是 nn 个 数 的 算术 中 项 及 几何 中 项 的 著名 不 等 式 。 下 
面 证 明 它 确实 是 对 的 。 我 们 之 所 以 集中 精力 于 这 个 不 等 式 有 
好 几 个 原因 :第 一 ， 它 是 一 个 很 有 魅力 的 不 等 式 ， 双 是 可 以 
用 许 许 多 多 有 趣 的 方式 建立 起 来 的 一 个 不 等 式 ， 基 于 各 种 各 
样 想 法 的 证 明 简 直 有 好 几 打 之 多 ;第 二 ， 它 可 以 作为 不 等 式 
论 的 基本 定理 ， 成 为 支撑 其 它 许 多 非常 重要 结果 的 基石 。 第 
三 ， 正 象 你 们 在 第 五 章 中 将 要 看 到 的 ， 我 们 可 以 用 它 的 一 些 
推论 来 解决 许多 最 大 值 和 最 小 值 问 题 ， 

在 试图 证 明 这 个 一 般 性 不 等 式 的 时 候 ， 第 一 个 想法 也 许 
是 继续 沿 着 过 去 的 路 线 ， 对 ?=4 运用 另 一 个 代数 的 因 式 分 
解 ， 对 n=5 又 运用 其 它 的 因 式 分 解 ， 如 此 等 等 。 但 是 这 种 
途径 旗 乏 味 双 行 不 通 。 事 实 上 ， 治 着 这 条 路 线 是 不 会 有 简单 
的 证 明 的 ,. 

我 们 将 另外 给 出 一 个 基于 两 次 应 用 数学 归纳 法 的 简单 证 
明 。 一 次 是 “向 前 ”归纳 ， 对 所 有 2 的 方 赛 ， 即 对 站 = 24 导 
出 所 需 结果 ; 另 一 次 是 “向 后 ”归纳 (从 任意 正 整数 到 它 前 
面 的 那 一 个 数 ) ,两 次 归纳 配合 起 来 ， 就 可 对 所 有 正 整数 ?证 
明 我 们 的 结果 。 

(i)》 向 前 归纳 我 们 所 要 使 用 的 方法 ， 共 实 是 数 学 归 
纳 法 (第 二 章 第 2.6 节 已 经 讨论 过 ) 基 本 技巧 的 一 个 有 意思 的 
变形 。 

我 们 从 ”= 2 开始 ， 即 


at+b 一 一 
>Vab (4.20) 


由 定理 4.1， 此 式 对 所 有 非 负 数 a 与 都 是 正确 的 ， 在 证 明 
当中 用 了 一 点 数学 的 机 智 。 虽 然 对 定理 4.3 有 许 许 多 多 简单 
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的 证 明 ， 但 是 在 这 些 证 明 中 也 都 用 了 这 种 机 智 。 
兮 
dt 


2 2 
这 里 al,aa,aa,a4 是 非 负 数 。 用 这 些 值 去 替换 (4.20) 中 的 4 
与 ， 便 得 到 不 等 式 


Qt+a, ds 二 04 

Se A 

2 /= J ) 
2 2 2 /s 


art+as+t+astas J/art+as \/as +as NA os 
te a 


或 者 


因为 不 等 式 (4.21) 的 左边 已 具有 所 需要 的 形式 ( 见 定理 4.3)， 
所 以 我 们 把 注意 力 集中 在 右边 。 运 用 不 等 式 


Sv, (4.22) 


Vue, 
以 及 传递 规则 (定理 2.1)， 便 从 (4.21) 得 到 进一步 的 不 等 式 
9 > a aa = (a1dsa3as) 4, (4.23) 


这 恰好 是 我 们 所 需要 的 关于 四 个 非 负数 的 结果 . 即 对 于 n = 4， 
算术 中 项 大 于 或 等 于 儿 何 中 项 。 

当 且 仅 当 

ta _ 48 十 44 
2 2 

时 ,(4.21) 中 的 等 号 成 立 , 又 当 且 仅 当 al = 42,43 = 04 时 ,(4.227) 
中 的 等 号 成 立 ! 因此 当 且 仅 当 aa = aa =a = 有时，(4.23) 中 
的 等 号 成 立 。 

上 述 技 巧 可 以 畅 通 无 阻 地 重复 使 用 下 去 。 今 
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MT = 
Lstbe r+ bs 
3 一 2 ?9 4 一 2 ; 


其 中 bi(i=1,2,, 8 ) 是 非 负数 。 代入 (4,23)， 有 


bitbate +be 


> 人 和 人 Je 和 Js 让“ 


利用 不 等 式 
bi+b, 
2 


以 及 乘法 规则 和 传递 规则 ， 叉 得 到 关于 8 个 数 的 结果 


ee Bh ID hb hb) 


a b,-tb 二 
-之 Vv bibs 9 0g a vbrbs ， 


= (biba be)!’s, 


当 且 仅 当 所 有 bi 都 相等 时 ， 等 号 成 立 。 
如 此 继续 下 去 ， 显 然 可 以 对 2 的 所 有 方 第 n， 即 
=2,4,8,16,… 建 立 起 相应 的 不 等 式 。 为 了 严格 地 证 明 这 一 
结论， 我 们 利用 数学 归纳 法 。 主 要 步骤 是 证 明 以 下 结 灯 ， 
算术 中 项 -几何 中 项 不 竺 式 对 及 有 形 如 2*(K=1,2,…) 
证 明 ”我 们 已 经 知道 这 个 结 浊 对 #=2=2  ， 却 对 =1 
是 正确 的 ， 而 且 实 际 上 对 n= 2? 和 23 也 是 正确 的 。 现 在 假 
定 它 对 形 如 2* 的 整数 14 正确， 下面 来 对 2 建立 这 一 结 
论 。 因 为 2 人 =2.2 =2n， 所 以 就 意味 着 我 们 要 对 2n 证 明 这 
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n 


CI 十 Co 十 十 G 
(aap) cd .24) 


3 


对 任意 非 负 数 41,42,…,an 成立 ， 其 中 n=2!， 选择 Qi 
(i=1,2,…,n)， 使 它们 取 值 如 下 ， 


人 _ batbe _ Dani + Don 
41 三 2 ? Q2 = 5 b "0 Qn 三 ) ? 
4 


这 里 的 2n 个 数 与 (1 = 1,2,… ,2n) 是 给 定 的 非 负数 。 将 ai 代 
入 (4.24)， 便 得 到 
bi+b, bon 
~ 2 二 (bib hon)! 2 。 

同样 ， 当 且 仅 当 所 有 的 b; 都 相 等 时 ， 等 号 成立 。 这 伴 ， 我 
们 就 对 2n 或 者 2t+1 建立 了 所 需要 的 结果 。 

因为 这 个 不 等 式 对 于 K= 1 是 成 立 的 ， 所 以 由 (向 前 ) 数 
学 归纳 法 的 原则 可 以 断 萌 ， 对 所 有 正 整 数 丰 结论 成 立 ， 从 而 
不 锋 式 (4.24) 对 所 有 的 2 的 方 第 7n 成 立 。 

(ii) 向 后 归纳 ” 鲜 然 我 们 已 对 2 的 方 寒 得 到 了 上 述 结 
果 ， 那 么 怎样 对 正 整数 的 全 部 集合 来 证 明 这 一 结果 呢 ? 

这 里 需要 另外 一 个 程序 。 考 虑 m= 3 的 情形 。( 当 然 ， 对 
于 这 个 尾 殊 情形 ， 我 们 在 Ce) 段 中 已 经 用 另 -种 方法 建 立 了 了 
圭 述 结果 。) 利 用 关于 n= 2?=4 的 关 杀 式 

a) ty 

此 式 已 用 向 前 归纳 法 证 明了 ， 现 在 我 们 来 看 是 否 可 以 由 此 推 
得 关于 n = 3 的 相应 结果 。 

我 们 条 用 一 种 重要 的 特殊 化 的 技巧 。 从 (4.25) 击 发 ， 以 
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畦 三 方式 选取 U1, 42,03,04 的 值 。 今 


a=b, aq=b， 43= bs, (4.26) 
并 且 使 4 的 值 满足 等 式 
Qtastasta _ brtbotbhs 
4 3 “ 
由 (4.26)， 知 
bit+bstbata, b+ba+bs 
4 3 " 
从 而 
a bt bat 人 = tt 


将 这 些 特 殊 的 ai 值 代入 (4.25)， 便 导出 关系 式 
EE 
两 边 同 时 4 次 方 ， 得 到 
(2 + + bs ) bb (= + 上 司 ， 
最 后 ， 两 边 同 除 以 (b+ 5b。+ b3)/3， 得 


b 
(二 bbebs, 


/ 
此 式 等 价 于 所 需要 的 结果 
二 ao/ TD G4.27) 


上 面 已 证 当 且 仅 当 ai =a=a=a 时 ,(4.25) 中 的 等 号 成 立 ， 

于 是 推出 当 且 仅 当 六 = 如 =b 时 ，(4.27) 中 的 等 号 成 立 。 
为 了 把 这 种 方法 推广 到 一 般 情 形 ， 我 们 要 利用 一 种 归纳 

的 技巧 ， 不 过 ， 这 不 是 标准 形式 的 归纳 技巧 。 我 们 不 去 证 明 
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车 结论 对 n 成立， 则 对 n+ 1 也 成 立 ， 而 是 去 证 明 若 结论 对 ? 
成 立 ， 则 对 7 一 1 也 成 立 。 因 为 我 们 已 经 知道 了 定理 对 
n=2* 《K=1,2,…) 是 成 立 的 ， 所 以 用 这 种 方法 就 会 得 到 对 
所 有 的 都 成 立 的 普 副 定理， 

现在 来 证 明 ， 车 结论 对 7 成立， 则 对 n 一 1 也 成 立 ,为 此 ， 
我 们 重复 上 面 用 过 的 特殊 化 的 巧 技 。 今 


a1=bi, as = bs, Ne Co (4.28) 
着 且 用 条 件 
Qtast tan _ bitbote th 
n nl 


来 确定 an 由 此 式 解 出 c， 并 利用 (4 .28)， 便 得 到 


birt bat ee + bn 


an ni ， (4.29) 
上 面 已 经 假定 不 等 式 
QI 十 Ca 十 十 Ch 一 一 一 一 一 
Vaan 


对 nn 个 非 负 数 41,42,… ,an 是 成立 的 ， 用 (4.28) 和 (4.29) 的 
值 去 殖 换 a;， 有 


Dit bat + bn 
n—1 


we 二 5 
两 边 同 时 n 次 方 并 化 简 ， 得 到 不 等 式 


bitbat tbhn 
(3 


人 一 
) ba 


它 等 价 于 所 需要 的 结果 
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bi 十 六 十， 十 力 
ee > bb bs Dits 


象 以 前 一 样 ， 当 上 且 仪 当 b=6b,=…=b,-l 时 ， 竺 号 成 立 。 至 
此 定理 1,3 证 些 。 


4.3 算术 中 项 -几何 中 项 不 等 式 的 一 般 化 


我 们 指出 ， 对 于 上 面 所 导出 的 基本 的 算术 中 项 -几何 中 
Gd 许多 结果 看 上 去 好 象 是 它 的 一 般 化 ， 实 际 上 不 
过 是 它 的 特殊 情形 . 
首先 ， 在 算术 中 项 -几何 中 项 不 等 式 


Xi 十 Xe 十 *。 十 多 » 
ne 


中 ， 让 前 名 个 x; 等 于 同一 个 非 负 数 x*， 又 让 剩 下 的 n ~- m 个 数 
等 于 另 一 个 非 负 数 y; 即 


X=Xo= Xm=X, Xmti= Xm "= Xn =Y, 
此 时 算术 中 项 -几何 中 项 不 等 式 变 为 


MX+ nm)y 
ni 


> 
或 者 
NX m Rl 
es + (1- 元 )z>>x pn 


这 里 n 是 任意 正 整数 ，r 是 在 范围 1 过 mm 二 n--1 内 的 任意 歼 
数 。 因 此 ，myAm 可 以 表示 区 间 0 和 也 1 内 的 任意 有 至 分 数 。 
于 是 上 式 可 写 为 

rxX+(1-r)y>x'y!-’, (4.30) 
对 于 下 面 的 讨论 来 说 ， 这 是 一 个 最 重要 的 结果 、 
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不 等 式 (4,30) 对 任意 两 个 非 负 数 x,y 以 及 介 于 0 与 1 之 
闻 的 任何 分 数 r 都 是 对 的 ， 当 且 仅 当 x = 一 y 时 ， 等 - 0 
分 1 表示 上。( 由 0< 了 所 1、 知 pp1。) 则 


可 1 _p-1 
t—-r+=1— 万 = 六 。 
令 4 表 示 p/(p-1)， 于 是 1/9=1-r， 枯 且 有 
和 下 
万 + 了 1 
因而 不 等 式 (4.30) 化 为 如 下 形式 
ns (4.31) 
为 了 去 掉 分 数 方 军 ， 倒 
xX=a? y=4b, {4,32) 
于 是 (4.31) 义 化 为 
Q8 bs 
rs 7 多 ， (4.33) 
这 里 上 与 上 是 非 负 数 , Pp 与 9 是 满足 1/p+1/9=1 的 有 理 数 。 
当 且 仅 当 
a?r=b" (4.34) 
时 ， 锋 号 成 并 。 


-- 旦 定义 了 什么 是 无 理 数 ， 以 及 当 了 是 无 还 数 时 ， 形 如 
六 的 西数 是 什么 意思 ， 我 们 就 能 够 或 考 用 直接 的 方法 ， 或 者 
从 不 等 式 (4.30) 出 发 用 极限 的 方法 来 证 明 ， 不 千 式 (4.30) 
实际 上 对 介 于 0 与 1 之 闻 的 所 有 7 都 成 立 ， 从 而 (4,33) 对 
所 有 满足 1/p + 1/9 = 1 的 p>1， 49>1 成 立 。 如 果 想 进一步 了 
解 细 节 ， 那 么 大 家 应 该 首先 读 一 读 我 们 在 第 一 章 提 到 过 的 
《 数 ， 有 理 数 和 无 理 数 》 一 书 。 
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习 和 是 三 
. 下 证 明 ， 车 纺 ， 加 了 是 非 负 数 ， mi,ma,… ,mx 是 
正 整 数 ， 则 


my tt moaye 十 + MkYE 
111 + fg 十 t+ mx 


ey ep 
从 而 证 明 ， 若 71,72,… ,7k 是 满足 
Ti+ro+ "+rk=1 
的 自分 数 ， 则 
7181 十 7232 十 十 了 KK 3 yy 

2. 统计 学 中 一 个 重要 的 平均 数 是 均 方 根 。 对 于 两 个 非 

负数 a 与 5 ， 均 方 根 定义 为 下 面 的 值 
2 

试 对 数 偶 (5,12) ，(0,1)》 和 (p,p) ， 计 算 其 算术 中 项 及 
均 方 根 。 

3. 证明， 两 个 正 数 的 算术 中 项 小 于 或 者 等 于 它们 的 均 
方 根 ， 


a+rb ai+b? 


2 2 * 
在 什么 条 件 下 等 号 成 立 ? 均 方 根 与 几何 中 项 、 调 和 中 项 相 上 比 
较 如 何 ? 
4， 合 ABDC 为 一 梯形 ,其 中 AB=a, CD=6b( 见 图 
4.4)。 设 0 为 其 对 角 线 的 交点 。 证 明 : 
(a) a 与 5 的 算术 中 项 (a+5b)/2 由 平行 于 两 底 且 与 它们 
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ab a+b 


图 4.4 关于 5S<VTB< 全 </ 人 + 下 的 几何 解 革 
等 距离 的 线段 G 表示 ， 

(b) 几何 中 项 ab 由 平行 于 两 底 且 使 梯形 ABLK 与 
KLDC 成 相似 形 的 线段 KL 表示 。 

(ce) 调和 中 项 由 平行 于 两 底 旦 过 O 点 的 线段 表示 ，。 

(d) 均 方 根 由 平行 于 两 底下 将 梯 彤 4BDC 分 为 面积 相等 
的 两 个 梯形 的 线段 MN 表示 ,。 


4.4 哥 西 (Cauchy) 不 等 式 

(a) 二 维 形式 (a? +b*)(c?+d?) 守 (ac + bd)’ 

我 们 来 介绍 一 个 新 的 主题 。 正 象 一 首 乐 曲 那样 ， 这 一 主 
题 将 和 原来 的 主题 编织 在 一 起 ， 进 一 步 发 展 出 更 为 美妙 的 结 
果 。 

我 们 从 观察 不 等 式 和 + 如 宇 2ab 开始 。 本 章 前 儿 节 的 所 
有 证 明 都 建立 在 它 的 基础 之 上 ( 见 第 4.2 节 的 (3) 段 )， 它 是 恒 
等 式 

a?—2ab +b?=(a-b)? 
的 一 个 简单 推论， 后 一 式 对 于 押 有 实数 ,Vb 家 成立， 不仅 
仅 限于 非 负数 4 ,5 。 
今 考 虑 乘积 
(a? +b?)(c? + d?). (4.35) 
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展开 后 ， 得 
Q202 + b2d? + G2d2 + b2c2, 

此 式 与 表达 式 

(acT+TBd)2+(Be ~ ad)’ (4.36) 
的 展开 式 相 等 ， 因 此 我 们 有 

(a2+pb2)(02+d2)=(ac+tpbd)2+(pc-ad)2、 (4.37) 
因为 平方 (be - ad) ?是非 负 的 ， 所 以 由 《〈4.37) 得 到 
(a? +b?)Cc? +d?)>(ac + bd)’, 

a,b,c,d 为 任意 实数 。 (4.38) 
这 是 贷 穿 在 数学 分 析 和 数学 物理 中 的 一 个 极为 重要 而 又 非常 
潭 亮 的 不 等 式 ， 称 为 如 西 不 等 式 ， 更 确切 地 说 ， 它 是 哥 西 不 


等 式 的 二 维 形式 @ . 
另外 ， 从 (4,37) 看 出 ， 当 且 仅 当 


be ~-ad=0 (4.39) 
时 ，(4.38) 中 的 等 号 成 立 。 在 这 种 情形 ,我 们 说 两 对 数 
《4a,5) 与 (0,d) 成 比例 ;如果 c 关 909，4d 关 090， 那么 条 件 (4.39) 可 


(b) 几何 解释 

在 第 一 次 看 到 表达 式 (4.35) 与 (4.36) 恒 等 时 ， 读 者 会 合 
情 合理 地 想 知道 ， 世 界 上 的 人 是 怎么 偶然 碰 上 这 个 结果 的 
呢 ? 它 使 读者 好 象 着 了 一 套数 学 戏法 的 魔 。 


ski) 和 和 许 尔 瓦 兹 (Schwarz) 彼此 独立 地 发 现 的 。 在 教科 书 中 。“ 布 尼 亚 可 夫 斯 
革 - 许 尔 瓦 北 不等式 ”这 一 名 称 有 时 指 的 就 是 这 个 不 等 式 ， 而 不 是 特别 指 它 的 推 
) 
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数学 家 有 一 个 信条 ， 那 就 是 在 数学 当中 没有 巧遇 ， 凡 是 
重要 的 结果 都 应 该 有 一 个 解释 ,一 旦 掌握 了 它 , 就 使 这 个 结果 
变 得 不 首 而 哈 了 ， 当 然 ， 这 种 解释 可 能 天 不 那么 一 目 了 然 ， 
而 且 在 一 段 时 间 里 也 可 能 没有 被 发 现 ， 一 个 煞 学 定理 的 意义 
往往 要 从 上 面 去 看 ， 也 就 是 说 ， 要 从 更 高 的 理论 观 点 上 去 
着 ， 才 会 Os 但 是 这 种 合 义 总 是 有 的 。 这 是 极其 重要 
的 一 点 。 若 不 是 这 样 ， 数 学 就 要 退化 为 一 堆 没有 联系 的 公式 

华而不实 的 技巧 了 。 

对 一 个 代数 结果 作 最 简单 的 解释 ， 通 常 机 借助 于 几何 背 
es 
根源 之 后 ， 往 往 就 变 得 显而易见 了 。 


i 


/| 
| Qle,d) 
J _ ， 
ep(a,b) 
f a 
0 ne 


四 4.5 哥 西 不 等 式 的 几何 解 轰 
考虑 图 4.5 所 示 的 三 角形 。 线 段 OP,0OC 及 PC 的 长 度 中 分 

别 由 下 面 的 式 子 给 出 : 

OP = 《Q2 1 p21 OQ= (0? +d2): 2?, 
以 及 

PQ= [Ca-c) ?+(b -4d 。 

用 8 表示 OP 与 08 间 的 类 角 。 由 余 茂 定律， 我们 有 

(PQ)? = (OP)? + (00)? -2(OP)(O0)cos0。 
将 OP,08,PQ 的 售 代 和 入， 并 化 简 ， 得 到 


人 ”线段 XY 的 长 度 通 常 记 作 XY, 为 了 印刷 方便 ， 本 书 仍 记 作 XY. 
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ac+bd 
(a +b: JI17 2(0 +d2)1’2 . 
因为 一 个 角 的 余 茧 一 定 介 于 -1 与 +1 之 间 ， 所 以 必 有 
0 委 cos20 入 1 。 (4.41) 
将 (4.40) 两 边 平 方 ， 得 到 


(ac+bd)2 
(a2 十 527(03 十 d2) 1 ， 


cos0 = 


(4.40) 


cos20= 


于 是 
(a?+b?)(c*+d’?)>(ac + bd)’, 


这 就 是 术 西 不 等 式 的 二 维 形式 (4.38)， 它 的 上 述 代 数 证 明 似 
平 是 那样 的 不 可 思议 。 

另外 ， 我 们 看 到 当 且 仅 当 cos20 = 1， 即 当 且 仅 当 0 是 堆 
或 者 是 平角 ， 亦 即 当 且 仅 当 点 0,P,Q 在 同 一 条 直线 上 时 ， 
等 号 成 立 。 在 这 种 情形 ， 圣 率 之 间 必 定 存在 一 个 等 式 ， 换 句 
话说 ， 除 非 c= d =0， 我 们 总 有 

a 
Cd 

(ce) 哥 西 不 等 式 的 三 维 形 式 

上 面 这 种 类 型 的 解释 有 一 个 优点 ， 那 就 是 我 们 可 以 利用 
几何 直观 对 任意 维 数 得 到 类 似 的 结果 。 

我 们 来 考虑 三 维 情形 。 设 P(ai ,aa,as),Q(Cbi ba,bs) 是 不 
同 于 原点 0(0,0,0) 的 两 个 点 ， 则 OP 与 OQ 之 间 的 夹 角 9 的 
余 芝 由 

arbi + asb, + asbs 
《ai +ad+a3)! ?Cb + b+b2) 


cos0= 
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给 出 @ ， 青 由 os*b< 1 ， 使 得 到 著名 的 哥 西 不 等 式 的 三 维 
形式 ， 
(ai+aET+Tas)CbDi 二 DT 二 DSS) 过 (ai + 4b + asbs)’, 
(4.42) 
当 且 仅 当 0,P,Q 三 点 共 线 时 ， 等 号 成 立 ， 此 时 ， 只 要 这 里 的 
都 不 是 震 ， 就 有 


(d) 哥 西 - 拉 格 明日 (Lagrange) 量 等 式 和 哥 西 不 等 式 的 
n 维 形式 
三 维 形式 的 可 西 不 等 式 (4.42) 有 一 个 严格 的 代数 证 明 ， 
它 可 以 由 下 面 的 关系 式 得 到 ， 
(a? +ag +a3) bi +t bi+b3)— Cabt+asb2 t+ asbs)? 
=(atbs +agb?) + (Cafb3 + agb?) + (a2bs + a3b2) 
~ 2a1b142bs — 2a1b1a3bs — 242b24abs 
= (aibz — a2b1)? + (aibs — a3b1)? + (a2bs — aabs)’, 
(4.43) 
显然 ，(4.43) 中 的 最 后 一 个 表达 式 是 非 负 的 ， 因 为 它 是 三 个 
非 负 项 的 和 。 因 此 
(af +a2+a3) Cb + ba+b3) — (abi+ abs + asbs) 之 0， 
于 是 三 维 形 式 的 哥 西 不 等 式 再 一 次 得 到 了 证 明 。 从 恒等式 
(4.43) 认 能 推出 上 面 的 不 等 式 ， 又 能 推出 等 式 !《〈4.43? 中 最 
后 的 式 子 等 于 雳 的 条 件 是 每 一 项 为 雳 ， 即 这 些 a,b 成 比例 。 


@ 关于 推导 ， 可 以 参阅 奥 斯 古 德 与 格 劳 斯 坦 著 《 平 面 与 立体 解析 几 何 》 
(W .FE.Osgood and W.C.Graustein, Plane and Solid Analytic Geo- 
metry, Macmillan and Co., New York，1930) . 
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当 你 们 学 到 三 维 解析 几何 时 将 会 看 到 ， 恒 等 式 (4.43) 不 
过 是 
cos20 +sin20=1 
的 另 一 种 形式 。 
恒等式 (4.43) 可 作 如 下 推广 对 于 任意 一 组 41 与 bi 
(1 =1,2,…,n)， 我 们 有 
(a +a2+ +a2)(b?+b2+ +b:) 
— Cabi+ asbz 十 … +anbn)? 
= (aibs ~ a2b1) + Caibs — sb) + + (danibn — anbn-1)’; 
(4.44) 
这 就 是 著名 的 赂 西 - 拉 格 朗 日 恒等式 。 从 这 个 恒等式 出 发 ， 
便 得 到 哥 西 不 等 式 的 2 维 形式 


(a? + a r+al) Cb? +b?i+. +b?) 


abit+ asbat+ + anbn)?, (4.45) 


这 个 不 等 式 对 于 任意 实数 值 ai 与 bi 都 成 立 ， 

(e) 三 维 哥 西 不 等 式 的 另 一 个 证 明 

上 面 所 给 出 的 证 明 ， 就 现 有 的 结果 而 慎 ， 是 完全 邻 人 满 
意 的 。 然 而 对 于 我 们 以 后 将 要 导出 的 一 些 结果 来 说 ， 这 些 证 
明 却 不 能 推广 。 因此， 下 面 引 进 一 个 新 的 方 法 从 头 再 推 一 


志 。 
我 们 从 苛 本 不 等 式 (x 一 力 ? 之 0 的 男 一 种 形式 
x 
2 + XYy (4.46) 
开始 。 此 式 对 所 有 实数 x,y 都 或 立 。 依 次 将 下 面 的 值 代入 : 


Ql b, 
X= y= /ps 2 SVv1i72s 
(a +a2+as)’ 2? (b?+b2+b:) 
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ao ”bb,  . 
(Cal+al+al) i YI rbar ba) a 


0 6 
(Cad + ad +a3)i’?’ YT OF+b+ bi 


这 些 ai,b; 都 是 实数 。 将 代入 后 得 到 的 三 个 不 等 式 相 加 ， 便 


渍 江 


2 artras ral/t b? rb2+bs 


了 (和 二季 二 人) 1 +b2+b2 » 
Qi + dobo + aabs 


Zai ras + a2) 2h?I + ba + bs) i 2 


一 一 一 一 一 
1 0ar tad ta)i ab ra to 


此 式 与 我 们 所 要 证 明 的 三 维 哥 西 不 繁 式 (4.42) 等 价 。 
导 西 不 等 式 的 n 维 形式 (4 .45) 可 用 类 位 方法 给 出 证 明 。 


4.5 赫 尔 德 (Hiider) 不 等 式 


现在 ， 我 们 已 经 有 了 一 团 必 要 的 工具 可 以 去 建立 分 析 学 
中 最 有 用 的 不 等 式 之 一 ， 亏 和 尔 短 不 等 式 。 这 个 不 等 式 断 慎 ， 
对 于 任意 非 负 数 ai,pi 《1 =1,2,…,n)， 有 


(a? + as te as) ?br 十 为 te + br)’ 


宇 a1b1 和 * a2bz + »»: +anbn, (4.47) 
这 里 ， Pp 与 9 满足 关系 式 
1 1 
万 十 9 i. (4.48) 


关 且 p>1。 

7=4=2 的 情形 就 是 前 几 节 所 建立 的 可 西 不 等 式 。 但 是 
在 一 般 情形 下 ， 我 们 必须 只 限于 考虑 非 负 的 ai 与 bi;， 因 为 可 
能 会 涉及 到 分 数 方 第 Pp, 4 ，。 

下 面 ， 我 们 只 对 有 理 数 p , 9 来 证 明 (4.47) ; 但 是 ， 这 
个 结果 对 无 理 数 p 与 4 也 是 对 的 。 

首先 从 不 稳 式 

a br 


7 +F 


开始 ， 这 个 不 等 式 是 我 们 在 第 4.3 节 已 证 明 过 的 ! 对 于 ,9 
是 有 理 数 并 且 4, 是 非 负数 的 情形 ， 请 见 (4.337。 然 后 我 们 
运用 在 第 4.4 节 中 用 过 的 技巧 。 今 


三 a 二 b= | 
人 
双 今 
a= 2 b =- b, 
Galtagte ta "CDI+bte + bi 


如 此 等 等 ， 再 把 所 得 到 的 不 等 式 加 起 来 ， 于 是 有 


L(t dt 1 /4 + b+ +be 
p | | 


a abitasbotrtarbn 
Faltaste ta DI thE + + OI) 
(4.49) 
最 后 ， 利 用 (4.48) 便 得 到 不 等 式 (4.47)。 当 且 仅 当 bY/af 对 
于 所 有 + 有 共同 值 时 ，(4,49) 式 的 等 号 成 立 。 
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4.6 上 三 角 形 不 等 式 


大 家 者 熟悉 三 角形 两 过 之 和 大 主 或 者 多 于 第 半边 的 儿 合 
定理 。 现 在 让 我 们 看 痢 达 个 定理 在 代数 上 将 含 着 什么 ， 
取 一 个 如 图 4,6 所 示 的 三 角形 ， 儿 何不 锋 式 


OP + PR>OR 

等 价 于 代数 上 的 三 角形 不 等 式 

VXI ty rr ty (Xtra) + y+y)? 。(4.50) 

证 明 三 角形 不 
等 式 能 否 不 用 几何 R(XiTX2, Yi Yo) 
定理 呢 ? 一 维 的 情 
形 已 在 第 3.8 节 fo yd 
中 证 明了 ( 见 定理 ， 
3.2), 在 那里 ， 不 
等 式 图 4.6 三 角形 不 等 式 
VAX2 + XE CX 十 Xe)2 

经 常 写 成 如 下 形式 


jx + |xs| 全 |xzi+xes|。 
证 明 二 维 三 角形 不 等 式 的 最 简单 的 方法 是 建立 一 个 与 之 
等 价 的 不 锋 式 。 为 此 ， 将 (4.50) 两 边 平 方 ， 得 到 不 等 式 
X2 YI HAE HY +2 XI +YIV XZ +y2 
X11+ x2) + (Yi + Ye)’, 
容易 看 出 ， 此 不 等 式 等 价 于 


Vx? + YIV XS + YLSXX2 十 Ja (4.51) 
这 正 是 我 们 所 熟知 的 哥 西 不 锋 式 (二 维 形式 ， 见 (4.38)) 
x2 YCXI + YE) CXIXs + YY2)? 《4.52) 
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的 一 个 简单 推论 ， 字 是 三 角形 不 等 式 得 到 了 证 明 。 

如 同一 维 情形 那样 (定理 3.2), 这 里 也 可 以 讨论 关于 三 角 
形 不 等 式 (4.50) 中 等 号 成 立 的 条 件 。 大 家 会 记得 ， 在 册 西 不 
ev 527? 中 , 当 且 仅 当 (xigi) 与 (xagys) 成 比例 , 即 xl = Kxa， 

=Kye 时 ， 等 号 成 立 。 今 (4.51) 是 由 (4.52) 取 平方 根 而 来 
es 这 种 运算 是 可 行 的 ， 因 为 左边 取 的 是 非 员 平 方 根 。 但 
是 ， 如 果 xixs + gjya<0, 也 就 是 说 ,如 果 xaxs+yiya 是 (4.52) 
的 右 端 (xixs + ys 的 负 平 方 根 ， 那 么 ， 即 使 (X1,Y1) 与 (xa， 
ya) 成 比例 ， 在 (4.51) 中 严格 的 不 等 号 也 成 立 。 因 此 , 当 且 仅 
当 x1=kxs 且 y=kys( 其 中 是 非 负 比 例 常 数 D 卫 ) 时 ,在 
《4.51) 中 ， 从 而 在 三 角形 不 等 式 (4.50)? 中 ， 等 号 地 成 立 。 

使 三 角形 不 等 式 (4.50? 中 等 号 成 立 的 上 述 充 要 条 件 在 儿 
何 上 有 一 个 解释 ， 即 在 图 4.5 中 ， 三 点 0,P,Q 共 线 ， 基 且 己 
与 Q 在 0 的 同一 侧 。 这 时 ， 三 角形 OPR 退化 了 。 在 这 种 情 
形 ， 我 们 不 仅 说 P,Q 与 0O 共 线 ， 而 且 还 说 它们 位 于 从 0 点 
出 发 的 同一 条 射线 上 。 

大 家 可 以 检验 ， 以 上 讨 诊 与 一 维 情形 jal + 上 |b] 之 |4a+ 5b|] 
的 对 应 条 件 ( 即 当 且 仅 当 a ,b 同 号 时 ， 其 中 千 号 成 立 ) 的 讨 
论 是 一 致 的 。 

按照 赫 尔 德 不 等 式 证 明 中 的 办 法 ， 关 于 三 角形 不 等 式 的 
证 明 可 以 被 推广 而 得 到 

VXE+XE+T e+ XI YI 十 2 十。 十 区 2 
VAC EC 
此 式 对 于 一 切实 数 x;,y; 都 成 立 ， 并 且 和 前 面 一 样 ， 当 且 仅 
当 这 些 xi 与 y; 成 比例 并 有 一 个 正 的 比例 因子 时 ， 等 号 成 


中 例如 ， (~-8 ,AY (0, 一 8) 成 比例 ， 比 例 常数 为 负数 ， 而 (一 3,4) 与 (一 6， 
8) 的 比例 常数 为 下 数 
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立 。 我 们 将 在 第 大 章 中 指出 上 迹 不 竺 式 的 几何 意义 。 
下 面 是 三 角形 不 等 式 的 另 -一 个 证 明 ， 这 个 证 明 可 以 被 推 
三 ， 还 可 以 给 出 一 个 更 一 般 的 结果 。 写 出 恒等式 
CX1 十 X2)2 + (Cy + ya)? 
= XX 2) TO 二 ga) + Xa Xs + X2) + Ya Y1 + Ya), 
并 对 两 个 表达 式 
Xi(CXI 十 X2) 二 JI + 及 XX + Xe) +t ylyi 二 82) 
分 别 运用 平方 根 形式 的 哥 西 不 等 式 ( 见 不 等 式 (4.51)), 便 得 到 
x7 十 区 (xl 十 X2)2 + CY + Ye) 2 
XX + x) + YY + ya) 


(x3 +y2) TX + Xa) + CY + Ya) 
XXI + Xo) + YY + Yo), 
两 式 相 加 ， 有 
[CXF FYI)! + CXF YE SHOX + Xe) CY + ya) 
x1+ Xx2) + (y+ yo) 
两 边 除 以 同一 因子 [《x1+X2)?+ (yi1+ ys)?j!“?， 得 到 
(xt + YI) ?+ (x2 + YE) ?LX + Xa) + (Yi + y2) 1 , 
于 是 我 们 再 次 证 明了 三 角形 不 等 式 (4.50)。 
回 到 平方 根 形 式 的 哥 西 不 等 式 (4.51) ,我 们 又 一 次 看 到 ， 
当 且 仅 当 
Xi=kxs, y= ky, 
其 中 夺 是 某 个 非 负 的 比例 因子 ， 也 就 是 说 ， 当 且 仅 当 0,P， 
© 三 点 共 线 ， 且 P,Q 在 0 的 同一 侧 时 ， 等 号 成 立 。 


4.7 阅 可 夫 斯 基 (Minkowski) 不 等 式 
现在 ， 我 们 已 具备 了 建立 另 一 个 著名 的 央 可 类 斯 基 不 等 
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式 的 一 切 工具 和 方法 。 这 个 不 等 式 断 车 ， 对 于 任意 非 负数 
Xi, Yi X2,Y2 用 任 症 PP1, 有 
(XE + YE ?4 x+ y2)? 
[Ct x2)? + (+9) (4.53) 
三 角形 不 等 式 是 这 里 p = 2 的 特殊 情形 。 - 
闵可夫 斯 基 椒 等 式 的 证 明 与 前 面 刚 给 出 的 关于 三 角形 不 
等 式 的 证 明 类 似 , 所 不 同 的 是 用 更 为 一 般 的 赫 尔 德 不 等 式 ( 见 
第 4.5 节 ) 去 代替 可 西 不 等 式 。 先 写 出 恒等式 
(xit xe)? + CY1+ Ya)? 
=[x(X1 + Xo) ?1 + yy + ya) 1] 
+ [XoX1 +X2) + Yay + y2)* 1], 
并 对 其 中 每 一 -项 分 别 运用 赫 尔 德 不 等 式 。 所 得 结果 为 
(XY + y?)1” ?C(x 十 X27) (fi) ¢ + (yi 十 yz) ($~1) ol 
XX + Xx) IY V+ Yo) 1, 
及 
(XE 十 区 217 四 攻 多 浊 + Xo) Ch 站 (Yi + y2) (由 一 1) 下 
XX1 + Xa) TI YY + Ya) lo 
由 1/p+ 1/4= 1， 知 (D -1)4 =p。 二 式 相 加 得 
[CCxi 十 X2) + Yt ya) Cxt + YE ?+ XE + YE ?] 
Xi+x2) ?+ (yi + ye)? 
两 边 同 除 以 (xi 二 Xx2)?*+ (yi1+y2)*]!， 得 到 
XI HY t+ XE + YL? 
宇 [(X1 十 X2) + Vit ya) 
因为 1 -1/9= 1/p， 所 以 这 就 是 闵可夫 斯 基 不 等 式 (4.53)。 
当 且 仅 当 赫 尔 德 不 等 式 ((4.53? 是 用 它 证 明 的 ) 中 等 号 成 立 


也 这 里 限于 非 负 数 是 必要 的 ， 因 为 一 般 会 遇 到 p,q 为 分 数 舌 的 情形 . 
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时 ， 也 就 是 说 当 且 仅 当 点 (xi 与 (xs,ya)( 这 两 点 在 第 一 象 
限 ) 共 线 时 ， 浆 可 夫 斯 基 不 等 式 中 的 等 号 成 立 。 

正如 大 家 从 上 述 哥 西 不 等 式 、 赫 尔 德 不 等 式 及 三 角形 不 
等 式 的 推广 中 可 以 猜测 到 的 那样 ， 关 于 了 个 非 负数 

XI1 yyXa。。 ,Xn 与 Ji 82 

的 因 可 夫 斯 基 不 等 式 为 

[Xf + Xst e+ Xe] s+ y+ y+ + Ye)? 

[CX + y+ Xat ye)? to + Xn + Yn) * 1?, 

其 中 Pp 之 1， 当 p< 1 时 ， 不 等 号 要 反 过 来 。 


4.8 绝对 值 与 经 典 不 等 式 
算术 中 项 -几何 中 项 不 等 式 、 哥 西 不 等 式 、 赫 尔 德 不 等 


表 5 关于 非 负数 的 经 典 不 等 式 


名 称 不 等 式 

Be rd i | i a i ee 
算术 中 项 - 1 二 42 十 … 十 4 

几何 中 项 不 等 式 hs 


2 2+.+62)1 /2b2+b2+..+b2)1/2 
(sf+a3+ +42) 《 十 放 2 二 +b2) 


哥 西 不 等 式 
DA41b01+4282 十 … 十 4ppn 
eT a A 
替 尔 德 不 等 式 | 
| I1b1 + 42bot+ +anbs 
: 3 Se a 
(R92) “tb2)1/2 
三 角形 不 等 式 
L411+b1)2+ (a2+b2)2+ e+ (Cant ba)2]i 2 
[de it a 
六 可 夫 斯 基 不 等 式 


Latb ?tat+bo P+ + (an+ ba)t11/? 
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式 、 三 角形 不 等 式 以 及 闵可夫 斯 基 不 等 式 都 是 数学 分 析 中 的 
经 典 不 等 式 。 为 了 便于 参考 ， 将 它们 收集 在 玫 3 中 。 

对 于 任意 非 负数 ol,as,…,an 与 b1,b2,… ,bn; 及 任意 
p>1 (这 里 了 满足 1/p + 1/9=1) 上 迟 不 铬 式 都 成 立 。 

群 西 不 等 式 与 三 角形 不 等 式 分 别 是 赫 尔 德 不 等 式 与 央 可 
赤 斯 基 不 等 式 在 P = 2 时 的 特殊 情形 。 等 号 成 立 的 充 要 条 
件 ， 对 算术 中 项 - 儿 何 中 项 不 等 式 而 首 是 所 有 的 a; 相等 ， 对 
赫 尔 德 不 等 式 而 萌 是 诸 (ag) , (88 成 比例 ;对 其 余 不 等 式 而 
次 是 诸 (ai) ,(2i 成 比例 。 

上 述 诸 不 答 式 本 来 只 是 对 非 负数 证 明了 的 。 然 而 任意 实 
数 的 绝对 值 都 是 非 负 数 ， 所 以 这 些 不 等 式 对 于 任意 实数 的 绝 
对 值 也 适用 。 用 定理 3 .2 的 结果 〈 定 理 3.2 指 出 ， 绝 对 值 的 和 
大 于 或 者 等 于 对 应 的 和 的 绝对 值 ) ,刚才 注意 到 的 事 可 以 作 某 
种 推广 ， 例如， 关于 闵可夫 斯 基 不 等 式 就 有 

lai| + 1b;| 宇 lai;+bi|, 

当 且 仅 当 ai 与 b; 同 号 时 ， 等 号 成 立 。 我 们 把 这 些 推广 了 的 
不 等 式 列 在 表 4 中 。 

关于 这 些 包含 着 任意 实数 值 41,42,… ,an 与 bi,b2,*… ,bn 
的 不 等 式 ， 等 区 成 立 的 充 要 条 件 ， 对 算术 中 项 -几何 中 项 不 
等 式 而 萌 是 所 有 |ail 相 等 对 赫 尔 德 不 等 式 而 萌 是 诸 
(Clail2) bi 六 成 比例 ， 且 每 个 aibi 非 负 对 其 余 不 等 式 
而 茧 是 (aiD, (bi)) 非 负 地 成 比例 。 

作为 一 个 应 用 对 于 给 定 的 数组 (Xi,Xs,*… ,Xn)， 
(Yi Ya yn) 与 (321; F202n) ,全 

ai=2i-Yyi 及 bi= yi- Xi 


则 


ditbi= zi ~ Yityi~ Xi= 2 — Xi, 
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家 4 关于 任意 数值 的 经 典 不 等 式 


名 称 不 等 式 
答 术 中 项 - ， lail+1ea1+ + 、 1 
儿 何 中 项 不 等 式 ， 和 之 L414244| 
RCR 
《4 HG eA) 2 
哥 西 不 等 式 |， 
| Ib1 + A2b2t+ + enbn 
Celt+rlesl?t.+lanl?)1/? 
亏 尔 德 不 等 式 xf 人 iplii2f+jibzi2+ Tri9)174 
| eb + 42b2 + + anbn 
[Cag rast et es)! /+(e+ b+ ba) 1 /2 
三 角形 不 等 式 
| L(+b1)2 + (a2 +b2)2+ + (ant bn)2ji/2 
《ja11 了 十 | 22| 如 十 十 ao 六) 了 
闵 可 央 斯 基 不 等 式 + (bil P+ lb2l?+. + bl?)1 A 


[leatb|l ?+ leatbal ?+ +t lent br) ?11A? 
于 是 推广 了 的 闵可夫 斯 基 不 等 式 化 为 
(C21— yi1 ?+ |za— ya)? 十 和 二 2 
+ yi-x| ?+t ya -xo|? ++ yn Xn )? 
Sz rl? + ex) + | 
(4,537) 
当 且 仅 当 (zi 一刀 ，z2 一 ga Zn Vn) (Vi Xi,Y2 — Xo, 
yn 一 Xn) 成 比例 且 有 非 负 的 比例 常数 时 ， 等 号 成 立 。 


4.9 对称 中 项 
看 到 这 里 ， 大 家 也 许 以 为 不 等 式 的 主题 已 经 论述 得 相当 
详尽 了 ， 实际 上 恰恰 相反 。 前 面 做 过 的 一 切 ， 只 不 过 是 最 最 
肤浅 的 探讨 。 我 们 已 经 建立 了 的 那些 不 等 式 可 以 作 难 以 计数 
的 推广 ， 这 些 推广 本 身 又 可 以 再 推广 ， 正 如 我 们 将 要 在 本 节 
79 


以 及 第 4.10 节 所 指出 的 那样 ， 可 以 用 不 少 巧妙 的 方法 把 它们 ] 
结合 起 来 ， 给 出 许多 进一步 的 结果 。 

例如 ， 下 面 是 算术 中 项 -几何 中 项 不 等 式 的 一 个 饶 有 趣 
味 的 推广 ， 作 三 种 中 项 


Xl 十 XX 十 x 
i 


3 时 


人 ( ee ee 
ma = 《XI1XaX8) 3, 
对 所 有 非 负数 x1,xs,x3 有 连续 不 等 式 . 
Nl 之 to 宇 1m。 
证 明 留 给 读者 。 这 个 不 等 式 其 实 是 关于 7n 个 非 负 数 的 类 似 结 
果 的 一 个 特殊 情形 ， 后 者 有 7 个 中 项 ， 从 算术 中 项 开始 ， 以 
几何 中 项 结束 。 


4.10 高 斯 (Gauss) 的 算术 -几何 中 项 
设 a 与 b 是 两 个 非 负 数 ， 才 考虑 由 a ,5b 所 定义 的 四 与 
b, | 


a+b 
2 9 5 = ap。 


由 第 1.3 节 的 基本 公理 工 知 ，4: 与 也 必定 也 是 非 负 的 。 如 果 
假设 4 之 上， 那么 我 们 有 


al= 


ac = bi>vb?=b, 
此 外 ， 由 算术 中 项 -几何 中 项 不 等 式 ， 得 到 41>>b1。 我 们 用 


公式 


ait+b ， 
bs=V abl 
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引进 os 与 %2， 蛋 复 上 面 的 步 双 ， 则 技 周 样 再 由， 有 
a>a>a, be<b<bs, 
及 
4s>b;,, 
继续 定义 
a to, bab, 
然后 定义 au, bs, 一 般 地 ， 可 用 递 推 公式 


_ am-1 二 bn-i pr 


an = 3 bn=Van-ibn- (4.54) 
定义 an,bn。 
进行 到 第 上 步 时 ， 得 到 数 41,42,… ,ax 及 b1,b2,*… ,bk， 
它们 满足 不 等 式 
a>a>as> ar br > > hb, 
例如 ， 若 a=4,b=1, 把 前 面 几 个 ai 与 4; 表示 在 图 4.7 
所 示 的 直线 上 ， 则 可 看 到 ， 在 所 有 这 些 数 当 中 ，“ 最 小 而 4 
最 大 ， 莽 且 所 有 的 久 小 于 所 有 的 ai。 


b, az 
b DA fa a + 
0 | 2 3 4 
图 4.7 高 斯 的 算术 -几何 中 项 

不 必 作 大 步 就 停止 。 设 想 我 们 用 关系 式 (4.54) 定 义 越 来 
越 多 的 a 与 。 这 样 定义 的 每 一 对 4;,bi1 都 夹 在 前 一 对 4ai-1， 
bi-: 之 间 。 于 是 ， 看 来 有 理由 认为 这 些 a 随 n 增 大 而 减 小 ， 
但 始终 大 于 每 一 个 b;:， 而 趋 近 于 某 个 固 定 的 数值 4: 类 似 
地 ， 这 些 bm 随 7 增 大 而 增 大 ， 但 始终 小 于 每 一 个 41， 而 趋 
近 于 某 个 固定 的 数值 了 .熟悉 极限 枉 念 的 读 考 容易 看 出 ，4 
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是 无 穷 数 列 {as} 的 机 限 ， 畏 是 光 穷 数列 地 的 极限 。 

此 外 ， 差 es, - 5 随 半 的 增 大 而 迅速 变 小 。 可 以 证 明 , 任 
一 步 的 差 比 前 -… 步 的 其 的 一 中 还 更 小 。 事 实 上 ， 由 (4.547 得 
到 


Qnt+1i 一 bi Bs Te Vanbn 至 


Qn 一 2 anbnt br (4.55) 
2 
因为 Vb < an, 所 以 
20 <<C2v Ga pb 
在 这 个 不 等 式 两 边 同 时 加 上 au - bs 2vanb， 得 到 
Cn 一 2 anbn bn<an bn， 
代 久 (4.55), 便 有 
1 
Qn41 一 bn< (an b,), 


这 正 是 我 们 所 要 证 明 的 。 

因为 这 些 ec ,b 按 .上 述 方 式 互 相 接近 ， 所 以 它 们 的 极限 ， 
必定 重合 ， 即 

4= 卫 ， 

而 且 这 一 共同 的 极限 值 只 合 顿 于 我 们 开 始 时 所 取 的 两 个 数 
4 ,b ;用 数学 的 语言 来 说 ，4 是 4 与 的 画 数 。 高 斯 指出 ， 
这 个 函数 不 只 是 一 个 满足 好 奇 心 的 玩 艺 ， 而 且 在 数学 分 析 中 
是 相当 基本 的 ， 它 可 以 用 来 建立 一 个 对 做 “ 燃 圆 画 数 诊 ” 的 
数学 分 支 。 
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第 五 章 ” 极 大 与 极 小 问题 


5.1 引 慷 


下 面 ， 我 们 来 说 明 怎 样 利用 上 一 章 导出 的 不 繁 式 去 处 理 
一 些 序 重要 又 吸引 人 的 极 大 与 极 小 问题 ， 

在 学 习 代 数 与 三 角 时 ， 炎 家 所 遇 到 的 问题 都 有 如 下 性 
质 ， 给 定 初 始 数据 和 运算 规则 ， 杰 求 算出 结果 。 或 者 反 过 
来 ， 给 了 运算 规则 和 结果 ， 要 求 初始 数据 ， 

例如 有 三 个 工人 ，4 热心 而 勤勉 ，8B 剂 苦 而 认 綦 ，C 孝 
懒 情 成 性 。 他 们 的 任务 是 按 沟 、 修 建 游泳池 或 者 建造 住宅 。 
问题 往往 是 ， 给 定 各 人 的 效率 定额 ， 要 求 确定 三 人 -起 干 活 
要 化 多 少时 间 ， 或 者 给 定 三 人 一 起 干 活 所 需要 的 时 间 ， 以 及 
三 人 当中 两 个 人 的 工作 效率 ， 要 求 第 三 个 人 的 效率 ， 

又 如 ， 给 定 三 角形 的 两 边 与 一 个 夹 角 ， 或 者 给 定 三 角形 
的 三 条 边 ， 要 求 确定 其 余 的 边 与 角 ， 

上 述 问题 都 是 所 谓 描述 性 问题 的 简单 形式 。 

这 一 章 要 讨论 的 是 完备 不 同类 型 的 问题 ， 要 从 许多 可 行 
的 办 法 当中 找 出 最 优 的 方案 。 这 类 性 质 的 问题 在 所 有 的 科学 
分 支 中 都 已 出 现 , 帮 成 为 数学 分 析 最 重要 的 应 及 之 一 。 另 外 ， 
大 量 的 物理 学 和 工程 学 问题 也 被 这 样 一 条 原理 支配 着 ， 这 原 
理 断 车 ， 在 自然 界 出 现 的 物理 过 程 中 ， 总 好 象 有 某 个 量 ( 例 
如 时 间或 考 能 量 ) 是 被 极 小 化 了 或 老 被 极 大 化 了 的 。 

许多 这 类 过 程 都 可 以 用 费 马 (Fermat)、 芋 布 尼 兹 (Leib- 
niz) 和 生 顿 (Newton) 的 魔术 般 的 技巧 即 微 积分 去 套 公式 求 
解 。 在 十 七 世纪 ， 一 个 屋 得 微 积 分 的 人 了 恐怕 会 因 具 备 这 种 非 


83 


此 的 知 襄 而 被 认为 是 妓 婉 者 ， 然 而 在 今天 ， 微 积分 已 经 是 商 
中 和 中 科学 榨 就 能 数 授 的 科目 了 ， 它 并 不 要 求学 生 具 有 特殊 
的 才能 ， 

当 你 们 学 习 微 积分 课 的 时 候 ， 将 会 发 现 这 里 用 代数 方法 
解决 的 许多 问题 ， 可 以 很 容易 地 用 微 积分 去 做 。 因 此 ， 先 用 
这 里 的 具有 巧 智 的 方法 解决 它们 ， 再 用 微 积分 的 标准 程序 核 
对 其 答案 ， 那 将 是 一 件 手 有 意思 的 事 ， 

无 论 是 微 积分 还 是 不 等 式 理论 ， 就 其 对 极 大 与 极 小 问题 
的 应 用 而 昔 ， 每 一 种 技巧 都 各 有 共 利 鲍 。 更 确切 地 说 ， 数 学 
的 特点 正 是 ， 在 任何 特定 问题 的 解法 当中 ， 应 当 有 许多 相互 
交 选 的 技巧 。 通 常 ， 一 个 问题 能 用 一 种 方法 解决 ， 也 就 能 用 
其 它 好 几 种 方法 解决 。 


5.2 和合 斗 (Dido) 问 题 


据 传 说 ， 洱 太 基 (Carthage) 城 是 由 泰雅 (Tyre) 国 的 一 位 
公主 黛 斗 建造 的 ,在 寻找 新 的 安身 之 地 时 ,她 从 当地 人 那里 租 
借 了 一 块 地 ， 双 方 商定 这 块 地 至 多 占有 能 被 一 张 牛皮 所 包围 
的 地 面 。 当 她 意识 到 车 照 字 面 上 去 做 ,其 结果 将 拥挤 不 堪 时 ， 
便 非常 巧妙 地 把 牛皮 切 成 许多 细 窄 条 ,然后 把 它们 串 起 来 , 结 
果 围 成 了 上 比 当 地 人 所 设想 的 一 块 牛 皮 面 积 要 大 得 多 的 地 域 ， 

她 所 面临 的 数学 问题 就 是 求 一 条 有 固定 周 长 的 封 财 曲 
线 ， 使 它 所 围 成 的 面积 最 大 ， 见 图 5.1， 

要 讨论 这 个 问题 的 一 般 形 式 ， 对 于 我 们 是 过 于 复杂 了 ， 
事实 上 ， 就 我 们 现 有 的 水 琅 来 说 ， 其 至 还 不 知道 怎样 用 准确 
的 词句 去 阐述 这 个 问题 。 因 为 无 论 是 表达 一 条 任意 曲线 的 周 
长 ， 或 是 表达 这 条 曲线 所 围 成 的 面积 ， 我 们 都 还 没有 办 法 。 
微 积 分 对 这 些 量 给 出 了 定义 ， 帮 且 规 定 了 解析 表达 式 ， 一 个 
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更 高 深 的 时 做 变 分 法 的 数学 分 支 提供 了 问题 的 解答 。 

也 许 你 会 猿 到 ， 集 斗 问题 的 最 理想 曲线 是 一 个 圆周 。 然 
而 在 这 里 ,让 我 们 集中 到 这 个 问题 的 某 些 简单 形式 上 来 ,我 们 
能 很 容易 地 用 已 经 在 不 等 式 理 诊 中 所 得 到 的 基本 结果 来 处 理 
它们 。 如 果 你 想 学 得 更 深 一 些 ， 那 么 可 以 读 一 读 这 套 从 蔬 中 
的 NN.D. 卡 所 里 诺 夫 著 的 错 有 趣味 的 小 册子 《几何 不 镖 式 》。 


5.3 ”和 黛 斗 同 题 的 简化 形式 


我 们 设想 ,考虑 到 各 种 实际 情况 , 舍 斗 只 限于 选择 一 块 抵 
形 的 土地 ， 如 图 5.2 所 指出 的 那样 。 


二 i 
贸 5.1 党 斗 问 题 加 5.,2 售 斗 河 题 的 简化 形式 


用 x ,y 分 别 表示 年 形 的 两 条 边 长 ， 于 是 矩形 周 长 由 如 
下 的 代数 表达 式 


L=2x+2y (5.1) 
给 出 ， 伟 形 面 积 由 公式 
A=xy (5.2) 
表示 。 因 为 x ，yY 表示 长 度 ， 它 们 当然 是 非 负 的 量 ， 又 周 长 


27 + 2 等 于 工 ， 这 表明 ，，x 与 y 必须 满足 不 等 式 
L i L、 ww 用 
2 之 * 之 0， 23 宇 y 之 0。 (5.3) 


因此 ， 面 积 A = xy 显然 不 能 任意 大 。 根 据 不 等 式 (5 .3) 与 表 
达 式 (5,2)， 再 利用 第 二 章 的 定理 2,5， 我 们 看 到 ，A4 不 能 超 
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过 数值 上 :/4， 即 有 
L? 
了 之 区 = A (5.4) 


怎样 确定 最 大 面积 的 尺寸 呢 ? ， 
参照 关于 两 个 数量 的 算术 中 项 与 儿 何 中 项 不 等 式 ， 我 们 
知道 


x+ 
Vv (5.5) 


对 所 有 非 负数 x , y 都 成 立 ， 在 这 里 ， 因 为 Xx+y= 上 /2， 所 
We 


>V 节 或 他 之 y= A, (5.6) 


我 们 看 到 ， 在 (5.4)? 中 得 到 的 关于 面积 的 第 一 个 粗 略 的 界限 
Z2/4 是 可 以 大 为 “缩小 ” 的。 不 过 我 们 还 能 得 到 更 进一步 的 
结果 。 回 想 前 面 已 经 证 明 过 的 ， 当 且 仪 当 X = 时 ，(5.6) 
中 的 等 号 成 立 。 在 我 们 的 情况 ， 这 就 意味 着 当 且 仅 当 x = y 
上 时， 达到 新 的 上 界 。 对 于 满足 关系 式 (5.1) 的 所 有 其 它 非 负 
数 x 与 y， 相 应 的 面积 小 于 L?/16。 

上 面 的 分 析 告 诉 我 们 ， 在 周 长 为 上 的 秆 形 当 中 ， 没 有 一 
个 算 形 的 面积 能 够 超过 二 /16。 而 实际 上 ， 当 且 仅 当 四 边 相 
等 即 都 等 于 LV/4 时 ， 面 积 达 到 这 个 最 大 值 。 

这 样 ， 我 们 喜 几 纯 代数 的 方法 ， 对 一 个 众所周知 而 且 。 
观 上 颇 为 明显 的 事实 完成 了 证 明 ， 这 个 事实 就 是 ， 周 长 一 
.时 ， 面 积 最 大 的 算 形 是 正方 形 ， 


5.4 省 问 题 


现在 我 们 考虑 面积 一 定时 , 集 形 的 周 长 何 时 最 小 的 问题 ， 
这 是 原来 问题 的 对 偶 问 题 或 者 递 问题 。 
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向 到 等 式 (5 . ji 2)， 便 知 我 们 现在 希望 在 保持 率 积 
xy 有 固定 数值 4 的 情况 下 ， 确 定 非 代数 x 与 y， 使 表达 式 
2x +2y 有 最 小 值 ， 

正如 我 们 期 望 的 那样 ， 利 用 算术 中 项 与 几何 中 项 不 锋 式 
订 以 解决 这 个 问题 。 由 .上面 的 关系 式 (5.5)， 知 


0 


-之 XxXy= A, 
内 此 


xX+y 宇 2v 4， 
从 而 


L =2x+2y>4v A, 


于 是 可 以 断 昔 ， 周 长 至 少 必须 是 4w 剑 ， 而 实际 上 , 当 且 芭 当 
x 二 Jy 二 VW A 时 ， 迷 到 这 个 最 小 值 。 汉 样 ， 我 们 义 一 次 得 知 ， 
最 理想 的 佐 形 的 形状 是 正方 形 ， 

这 两 个 问题 之 间 的 这 种 交互 关系 不 是 偶然 的 。 通 常 ， 在 
这 类 变 分 问题 的 研究 中 ， -个 问题 的 解 也 自动 地 产生 出 其 对 
偶 问 题 的 解 。 关 于 对 偶 原 理 的 证 明 ， 可 以 参见 前 面 提 到 过 的 
N.D. 卡 扎 里 诺 夫 的 《几何 不 等 式 》。 


5.5 光线 的 路 径 
假设 我 们 想 决 定 光线 从 点 了 经 平面 反射 到 点 @ 所 走 的 路 


径 ， 如 图 5.3 所 示 。 显 然 ， 这 里 的 问题 实际 上 是 一 个 三 维 问 
题 ， 但 是 下 面 的 分 析 表 明 ， 光 线 必 定 在 过 己 , Q 两 点 及 垂直 
于 反射 平面 的 那个 平面 内 传播 。 


我 们 假定 媒质 是 均匀 的 ， 因 此 光线 以 匀速 传播 。 应 该 怎 
样 确定 点 RR 及 路 径 PR 与 RO 呢 ? 我们 援引 费 马 原理 .这 个 
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原理 说 ， 对 二 所 有 可 能 选择 的 点 尺 ， 所 需要 的 总 时 间 必 须 最 
少 。 又 ， 因 为 媒质 是 均匀 的 ， 这 就 意味 着 路 径 PR 与 RO 是 
直线 ， 而 且 点 及 位 于 使 PQ + RC 的 长 度 取 最 小 值 的 地 方 。 

假设 P,Q 两 点 的 坐标 分 别 为 (0,4),(9,2), 并 设 r 为 未 
知 距 议 OR。 那 么 

OP=a, TQO=b, OR=r, RT=4g-r, 
且 
PR=Vatr, RO=w52+(9 一 7 站) 和 
见 图 5.4。 现 在 的 问题 是 确定 +r ， 使 得 PR+ RQ 最 小 , 即 
Vatr? +vV b+(q—r)? 


最 小 。 


R 
图 5.3 一 条 被 反射 的 光线 的 路 径 图 5,4 点 R 的 确定 


应 用 三 角形 不 等 式 ， 有 


wa2z+r2a +vVb+(g-r) > atb)+(r+ gq—r)? 


~=vV (a+b) i +g. 
因此 ， 传 播 距离 不 能 小 于 固定 量 v (a+6)?+9? ; 井 当 且 仅 
当 (a,7) 与 (8,9 一 7) 成 比例 而 且 上 比例 常数 是 一 个 正 数 ， 也 就 
是 
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a b 
也 二 0 (5.7) 
时 ， 这 个 距离 确实 达到 最 小 值 . 

条 件 (5.7) 在 几何 上 意味 着 直角 三 角形 ORP 与 TRE 相 
似 ， 而 且 因 为 b 与 4 -~? 都 是 正 数 ,所 以 RR 落 在 0 与 之 间 ，。 
从 这 两 个 直角 三 角形 的 相似 性 ， 可 以 断定 角 ORP 与 角 TRQ 
相等 。 因 此 它们 的 余 角 SRP 与 了 SRQ 相等 。 这 样 就 从 费 
马 原理 推出 了 著名 的 结果 :， 和 人 射 角 等 于 反射 角 ， 即 

ZSRP= SROC， 
以 及 一 个 更 加 明显 的 事实 ; R 介 于 0 与 之 间 。 

以 上 反射 原理 也 能 用 纯 几 何 的 想法 来 证 明 。 在 图 5.5 中 ， 
如 果 及 “表示 x 铀 上 不 同 于 RR 的 任意 一 点 ，Q 是 点 (4, 0， 
那么 

PR+ RO= PR+ RO’ = PO’<PR’+R’Q’ 
=PR’ + R’O, 
这 样 我 们 再 次 看 出 及 是 使 距离 PR+ RCO 取 最 小 值 的 点 ， 


图 5.5 点 R 的 纯 儿 何 确定 
假设 一 张 至 面 把 同类 媒质 分 成 密度 不 同 的 两 部 分 Mi 与 
M:， 那 么 光线 在 Mi 内 以 速度 六 沿 让 线 传播 ， 而 在 Ms 内 以 
速度 wz 沿 直 线 传播 。 我 们 要 确定 从 M1 内 的 点 了 到 从 ,内 的 
点 @ 耗 时 最 少 的 路 径 ， 见 图 5.6。 易 知 


PR= waz+72 ， RO = vbi+(g9-r), 
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图 5.6 一 条 被 折射 的 光线 


我 们 希望 时 间 ( 距 离 /速度 ) 
,二 /三 十 二 /中 十 59 二 7 和 5 
和 
yy vg 
到 最 小 值 。 


虽然 在 微分 学 中 这 是 一 个 很 容易 的 问题 , 但 是 在 这 里 , 最 
小 值 却 不 能 直接 从 初等 不 等 式 得 到 。 如 果 从 己 到 @ 的 路 径 是 
这 样 的 一 条 折线 ( 见 图 5,6)， 角 901,02( 分 别 是 PR 与 该 斑 面 
的 法 线 之 间 的 夹 角 , 以 及 RQ 与 这 条 法 线 的 夹 角 ) 满 足 关 系 式 


履 么 就 得 到 了 的 最 小 入， 这 个 关系 式 就 是 大 家 所 知道 的 斯 
湿 耳 (Snell) 折 射 法 则 . 
5.6 ”人 洛 斗 问题 的 简化 的 三 维 形式 
现在 考虑 这 样 一 个 问题 ， 在 表面 积 一 定时 确定 长 方 体 ， 
使 其 体积 最 大 ， 用 x*,y,z 表示 三 边 的 


a 长 度 ， 便 知 这 体积 由 表达 式 
x 一 全 V =xyz 
“~ .| 给 出 ， 表面积 由 公式 
图 5.7 询 化 的 焦 斗 季 题 的 A =2xy+ 2X2+ 2Yy2 
三 维 形式 
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表示 。 

给 定 4 ,要 求 选择 x,y,z， 使 V 尽 可 能 地 大 。 为 了 分 析 这 
个 问题 ， 我 们 再 次 利用 算术 中 项 与 几何 中 项 不 等 式 。 

把 xy,xz 及 yz 看 作 三 个 非 负数 ， 便 得 到 不 等 式 


SEE Try) (xs) CY) 1 = xy) 1, (5.8) 


我 们 知道 ， 当 且 仅 当 
XY = XZ = Y2 

时 ， 等 号 成 立 ， 后 面 这 个 关系 式 当 且 仅 当 
X=Yy=% 


时 成 立 。 因 为 


A 
XY + XZ+Y2= 


所 以 由 不 等 式 (5.8) 得 到 


A A\3’2 
>C92) ?= Vi 或 者 (5) >V. 


由 此 可 知 ， 类 面积 为 4 的 长 方 体 的 体积 小 于 或 者 符 于 
(4/6)，“?， 关 当 且 仅 当 
*=y=2=(S) 
时 ， 达 到 这 个 值 。 
因此 ， 类 面积 给 定时 ， 体 积 最 大 的 长 方 体 是 立方 体 ; 而 
且 ， 对 偶 地 ， 体积 给 定时 ， 表面 积 最 小 的 长 方 体 是 立方 体 。 
我 们 再 次 看 到 了 两 个 问题 之 间 的 交互 关系 。 


习 题 一 

1。 证 明 ， 如 果 一 个 长 方 盒 十 二 条 楼 的 长 度 之 和 是 一 个 
固定 值 ， 那 么 这 个 盒 的 表面 积 A 至 多 为 E/24, 并 且 证 明 ， 
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当 且 仅 当 E2/24= 4 时 ， 这 个 盒子 是 一 个 立方 体 。 

2. 叙述 并 证 明 第 1 题 的 道 问题 。 

3 在 对 角 线 有 相同 长 庭 的 所 有 长 方形 中 ， 试 确定 哪 一 
个 周 长 最 大 ， 哪 一 个 面积 最 大 (利用 第 2.8 节 后 面 习题 中 第 3 
题 及 第 4.3 节 后 面 习题 中 第 3 题 的 结果 )。 

5.7 周 长 一 定时 面积 最 大 的 三 角形 

现在 我 们 求 考虑 这 样 一 个 问题 对 于 给 定 的 周 长 ,确定 出 

面积 最 大 的 三 角形 。 在 图 5.8 中 . 今 s 表示 三 角形 的 千 周 长 ， 


7 | 
Y = 罗 全 


C4 


图 5.8 关于 一 个 三 角形 的 售 斗 问题 


即今 

as 

本 2 
众所周知 ， 三 角形 的 面积 A 可 用 公式 

A=[s(s—x)(s—y)(s—2)1’? 
表示 。 我 们 希望 求 出 : 当 s 固定 ,而 *,y,3 取 逼 所 有 满足 关系 
式 
2S =X 十 8 十 了 

的 正 数 时 ， 面 积 4 的 最 大 值 
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我 们 将 看 到 ， 再 次 利用 算术 中 项 -几何 中 项 不 等 式 可 以 
非常 简单 地 解决 这 个 问题 。 对 于 s -x,S 一 98 一 2 这 三 个 非 负 
数 ， 我 们 有 


[Cs —x)Cs ys- 2) rae -Xx)+(s -y+(s—2) 


3 
_ 35—(X+Yy+2) _3s~2s _Ss 
站 3 3 3° 


因此 
G-0s -Ws -a< (3). (5.9) 
从 (5.9)， 经 简单 几 步 ， 便 得 结果 


S-XY=3S-y=3S-2) 


即 x=y= 2 时， 其 中 等 式 成 立 。 因 此 可 以 断言 ， 

定理 5.1 在 周 长 一 定 的 所 有 三 角形 当中 ， 等 边 三 角形 
面积 最 大 。 

迄今 为 止 本 章 得 到 的 所 有 结果 似乎 说明， 对 称 性 和 最 优 
性 是 紧密 相连 的 。 也 许 基 茨 (Keats) 的 深 过 的 、 美 学 的 洞 纤 
对 此 作 了 很 好 的 总 结 ，“ 美 就 是 其 ， 鞭 就 是 美 。” 


当 且 仅 当 


习 题 二 
1， 设 三 角形 三 边 长 为 x,y,z， 用 s 表示 舍 周 长 ,4 表示 
面积 ， 因 此 
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”和 2 


且 As=s(s—x)(s—y) (sz). 
对 于 y= z， 即 等 腊 三 角形 的 情形 ， 用 1 表示 面积 ， 对 于 *= 
y= =， 即 等 边 三 角形 的 情形 ， 用 已 表示 面积 。 证 明 


2 3 ve 3 
P= Xs X) 及 EE = 77. 


2. 利用 第 1 题 的 表示 法 ， 证 明 ， 对 于 有 相等 的 什 周 长 
s 的 三 角形 ， 有 结果 


3 3X\2 
2 一 2 - -一 一 一 一 
E?~1 27(s + 3x)(s >) 


及 
12 A?= (Cs x)(y 3)2， 


这 里 * 是 等 腰 三 角形 的 底 边 长 ， 也 是 一 般 三 角形 的 一 条 边 
长 。 
3. 利用 第 2 题 中 的 公式 证 明 ， 
五 2 一 7 之 0 及 ?A>0, 
在 什么 情况 下 等 号 成 立 ? 
4. 利用 第 3 题 中 的 一 个 不 等 式 证 明 ， 芳 给 定 了 周 长 及 
一 条 边 长 ， 则 等 显 三 角形 面积 最 大 。 
5. 利用 第 3 题 中 的 一 个 不 等 式 证 明 : 在 周 长 给 定 的 所 
有 等 腰 三 角形 当中 ， 等 边 三 角形 面积 最 大 。 
6. 利用 第 3 题 中 的 不 等 式 解释 ， 公 式 
A=wE- (BE?- 12) ~ (12- A) 
是 怎样 用 一 些 非 负 表达 式 求 表示 4 的 ， 第 4 题 、 第 5 题 和 定 
理 5.1 所 叙述 的 结果 ， 又 可 以 怎样 从 这 个 公式 推出 来 。 - 
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7. 在 封 边 长 度 相等 的 所 有 直角 三 角形 中 ， 确 定 一 个 站 
角 三 角形 ， 使 其 笠 边 上 的 高 最 大 。 


5.8 富裕 的 橄榄 球 运 动员 

现在 考虑 一 个 稍微 复杂 一 些 的 问题 。 

一 个 梯 榄 球 运动 员 成 功 地 利用 他 在 橄榄 球场 上 的 体育 闻 
能 ， 在 华尔街 占 了 一 席 之 地 。 从 那 时 起 ， 经 过 通常 的 各 个 阶 
届 ， 他 拥有 了 大 量 的 股票 和 债 参 ， 最 后 成 了 富 贫 。 出 于 感情 
上 的 芳 虚 ， 象 许多 退休 的 橄 袍 球 运动 员 所 习惯 的 那样 ， 他 在 
造 嘱 里 规定 要 把 自己 安葬 在 一 个 巨大 的 橄 柳 球 形状 的 茵 究 
里 。 为 了 等 重 他 最 后 的 要 求 ， 几 位 遗嘱 执行 人 面临 着 以 最 经 
游 的 方式 执行 这 项 任务 的 问题 ， 

经 过 思考 之 后 ， 他 们 断定 ， 与 实际 情况 最 接近 的 数学 问 
题 是 ， 将 尺寸 一 定 的 长 方 体 装 进 一 个 体积 尽 可 能 小 的 椭 球 
内 ， 

由 前 面 章 些 问 题 的 启发 ， 他 们 从 北 问 题 开始 ， 即 在 一 个 
给 定 的 燃 球 中 ， 内 接 一 个 体积 尽 可 能 大 的 长 方 体 。 

根据 立体 解析 几何 ， 中 心 在 原点 ， 共 轴 沿 着 三 个 坐标 轴 
的 椭 球 方程 为 

ds (5.10) 
其 中 24,25,2c 表 示 读 椭 球 的 三 个 轴 的 长 度 。 直 观 上 很 清楚 ， 
内 接 长 方 体 的 中 心 应 该 在 原点 ， 各 边 应 平行 于 各 坐标 轴 。 因 
此 ， 如 果 长 方 体 的 一 个 顶点 在 该 椭 球 垃 面 上 的 点 (x,y,z) 处 
《 见 图 5.9， 图 中 给 出 椭 球 的 入 分 之 一 )， 那 么 其 余 七 个 顶点 
必定 位 于 各 个 不 同 的 对 称 位 置 ， 这 就 意味 着 ， 它 们 的 坐标 分 
别 是 
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( -x,y,2), (x, —y,2), (x,y, ~2), Cx,—y,2), 
(xX, —Y,— 2), (—X,y;—2), (—X,—Yy,— ?2). 


图 5.9” 椭 球 内 长 方 体 的 八 分 之 一 
因为 这 个 盒子 三 边 长 度 为 2x,2y,2z， 所 以 盒子 的 体积 由 


| V = 8xy% ; (5.11) 
给 出 。 我 们 面临 的 问题 是 ， 在 x,y,2z 满足 (5.10) 的 条 件 下 ， 
使 表达 式 (5.11) 取 最 大 值 。 
这 个 问题 很 容易 再 次 利 用 算术 中 项 -几何 中 项 不 等 式 来 
解决 。 根 据 这 个 不 等 式 ， 我 们 有 有 
1 /x? y? 22 X2 y? 22 
(tisto)s( 0) 。 (5.12) 
利用 方程 (5 .10) 及 公式 (5 .11)， 不 等 式 (5.12) 可 化 为 
1 > Va 
3 4(azb2e2)’s 
由 此 可 知 ， 盒 子 的 体积 至 多 为 80b6/3v 3 ; 而 且 , 由 (5.12) 
中 等 号 成 立 的 条 件 知 ， 当 且 仅 当 


或 人 (abe)’ :> 23 
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或 者 
xz= 六， y= 3 C= (5 .13) 
时 ， 达 到 这 个 值 。 
对 于 给 定 了 三 个 侍 轴 a,b,c 的 椭 球 来 说 ，(5.13? 这 组 值 
提供 了 所 要 求 的 长 方 体 尺寸 。 
现在 转 到 原来 的 问题 ,我 们 已 经 知道 ， 对 于 给 定 的 值 a， 
b,c 来 说 ，(5.13) 中 x,y,z 的 值 给 出 了 体积 最 大 的 长 方 体 的 各 
边 共度 的 一 全 。 但 是 ， 另 一 方面 ， 对 于 给 定 的 值 X,y,z, 数 值 
a=wW 3x, b=vV3y, c=wv32 (5.14) 


是 否 给 出 了 包含 着 长 方 体 的 体积 最 小 的 椭 球 呢 ? 也 许 是 那些 
遗嘱 执行 人 目光 敏锐 ， 也 许 只 是 碰巧 ， 无 论 如 何 ， 他 们 的 数 
学 预存 却 是 对 的 。 下 面 来 证 明 这 个 事实 。 
椭 球 (5 .10) 的 体积 WW 由 公式 
W = $abe 


给 出 ， 对 于 给 定 的 正 数 x,y,z， 我 们 要 选择 满足 方程 (5 .10) 
的 正 数 4,b,c， 使 得 W 取 最 小 值 。 

为 了 看 出 两 个 问题 之 间 的 互 反 关系 ， 考 虑 倒数 是 比较 方 
便 的 ， 另 外， 按照 习惯 总 是 用 字母 表 中 前 几 个 字母 表示 已 知 
量 ， 用 后 儿 个 字母 表示 未 知 量 ， 而 现在 x,y,z 是 已 知 的 ，4， 
,2 是 需要 确定 的 ， 因 此 我 们 念 


0 = 工 2 set 
= 遍 = 

1 1 E 
x=A, y=B: 2-6. (5.15) 


这 样 ， 方 程 (5 ,10) 变 成 
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GAO: CHMB)2 ,CY 
C/I YYY CA 1 


或 者 
Xe yz Za 
Ar+B+Gi= 1 (5.10) 
我 们 要 在 这 一 限制 下 选择 X,Y,2Z， 使 


= Snabe 


取 最 小 值 。 因 为 系数 47/3 是 一 个 常数 ， 所 以 ， 使 WW 取 最 小 值 
等 价 于 使 

abo = yy 
取 最 小 值 ， 后 者 又 等 价 于 使 

V’=8XYZ (5.11) 
取 最 大 值 。 但 是 ， 这 恰好 是 我 们 已 经 解决 了 的 问题 ， 即 在 一 
个 给 定 的 椭 球 中 ， 确 定 一 个 体积 最 大 的 内 接 长 方 体 的 问题 。 
由 (5 .10“) 所 表示 的 椭 球 以 及 体积 为 (5.11/) 的 长 方 体 ， 与 上 
面 所 说 的 郁 槛 球 运动 员 并 没有 实在 联系 ， 但 是 这 无 关 紧 更 ; 
事实 上 ， 它 们 只 是 用 来 强调 大 戏剧 性 地 表现 纯粹 数学 分 析 的 
重要 性 的 。 由 等 式 (5 .13) 知 ， 这 个 问题 的 解答 是 


X= 和 2 (5.13) 
把 (5.15) 代 入 (5.13’)， 便 得 到 (5.13) 和 (5.14) 。 
考虑 一 个 圣 定 的 情形 ， 长 2x 为 6 英尺 ， 宽 2y 为 2 英尺 ， 
高 2z 为 1 英尺 ， 于 是 我 们 得 到 包含 这 个 长 方 体 的 体积 最 小 的 
椭 球 尺寸 为 
a=3V 3, b=V3, c=V 3/2, 
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由 于 椭 球 莫 突 误 曲 的 缘故 ， 在 这 位 橄榄 球 运动 员 的 安息 


之 地 ， 总 有 充裕 的 空间 来 安放 儿 个 用 人 旧 了 的 枪 宰 球 ， 以 陪 伸 
我 们 的 橄榄 球场 上 的 英雄 。 


5.9 切线 


下 面 我 们 应 用 不 等 式 理 诊 去 求 给 定 曲线 的 切线 。 当然 ， 
目前 我 们 只 能 以 直观 的 方式 来 做 这 件 事 ， 因 为 关于 一 条 曲线 
在 一 个 点 的 急 线 的 任何 精确 定义 都 超出 了 我 们 论述 的 范围 。 

考虑 由 方程 y= f(x) 所 确定 的 曲线 ， 如 图 5 .10 所 示 , 大 考 
卡 方 程 为 


mx t+ny=k (5.16) 
的 咎 线 ， 这 条 直线 与 上 述 曲 线 交 于 P,Q 两 点 。 宇 行 移动 这 条 


站 线 ( 即 只 改变 直线 方程 (5.16) 中 大 的 数值 )， 让 到 P,Q 两 点 
在 R 点 重合 ， 如 图 5.11 所 未 。 于 是 直线 mx + ny=K 可 以 称 
为 曲线 y= 了 (Cx) 在 点 尺 处 的 切线 。 应 当 指出 ， 这 里 只 是 按照 
一 种 直观 的 方式 来 做 的 ， 闪 总 有 试图 建立 切线 的 精确 概念 。 

但 是 ， 你 们 至 少 熟悉 圆周 的 切线 ， 莽 且 可 以 看 出 这 种 做 法 在 
圆周 的 特殊 情形 下 ， 确 实 导致 所 需 结果 , 


yy 
© 
轨 5.i¢ 曲线 与 割 级 图 5.11 曲线 与 切线 


为 了 确定 一 个 椭圆 在 给 定 方向 的 切线 ， 我 们 利用 上 述 做 
法 和 不 等 式 的 理论 、 设 棋 圆 ( 见 图 5 .12) 由 方程 
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给 出 ， 基 设 点 (Xi1,41) 为 形 如 mx+ny=K 的 直线 族 与 该 椭圆 的 
两 个 切 点 中 的 一 个 ， 这 里 m,n 是 固定 的 ， m? + 220, KK 取 融 
所 有 的 值 。 很 明显 ， 此 切 点 可 用 下 列 方式 来 齐 划 ， 

(a) 点 CX1, 妇 ) 在 椭圆 上 ， 即 数值 x ,yi 满足 方程 


2+pz=1。 (5.17) 


(b》 点 (x1,y1) 在 直线 上 ;有 即 数 值 x1,y1 满 足 方程 
mxi + ny =k, | 
(ce) 当 太 变化 时 ， 对 于 所 有 满足 条 件 (a) 与 (b) 的 点 (x1， 
yl) 来 说 ， 从 原点 到 直线 mx + ny = 的 距离 取 最 大 值 。 


PXT 一 大 
图 5.12 椭圆 及 其 两 条 切线 
从 原点 到 直线 mx + ny = 的 距 鹿 4 由 公式 
jl lm + ny 


Vmitrmn Vmirn 1) 
mx+ny=k (5.19) 
有 和 斜率 -mm/n 〈 见 图 5.13) ， 因 此 ， 其 过 原 点 的 垂 线 OP 有 


100 


方程 


六 《5.20) 


解 线性 方程 组 (5,19) 和 (5,20), 便 得 了 点 的 坐标 为 


km kn 
mi +n?? m2+n2 
于 是 从 原点 到 P 了 点 的 距离 为 
「 Kk2m? | Ke2n2 i/2 
Si | 


= (有 k? 下” = [EL 


m? +n2 下 十 nz2 


再 由 条 件 (b) 知 K = mxi+ny， 从 而 公式 (5. 1 a 


由 此 可 知 ， 确 定 切 
线 的 问题 就 是 在 条 件 I 
(5.17) 的 限制 下 ， 对 人 
所 有 xi 及 ， 求 表达 式 x 十 ny 2 
(5.18) 的 最 大 值 问 和 > 
题 . 图 5.13 距离 公式 


由 哥 西 不 等 式 的 一 个 应 用 ， 即 第 四 章 第 4 他 (a)? 中 的 不 
竺 式 (4,38) 9 有 


_ mx +nyl _ (am) Ce/a) + Con) yb) 
mi +n2 Vv Vn2 - + n2 


a2m? + ban? 二 x 了 全 1/2 
TT m+n? 在/ 


1Q2112 + bon? \ 172 
. min 和 


(5.21) 
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切 点 由 两 个 条 件 决定 ， 即 切 点 必须 在 梢 况 上 ， 从 市 
(X191) 满 足 (5.17); 而 且 距 离 (5.18) 必 须 达 到 它 的 最 大 信 ， 
从 而 〈5.21)? 中 的 等 号 成 立 ， 这 等 价 于 


xia _Y1/b 


AnL bn * (5.22) 


解 线性 方程 组 (6.17) 和 (5.22)， 得 到 


a2m 
1 三 土 Caim? + ban2) 1” 2 3 
bin 
i = 土 “0872 十 55729173 , (5.23) 


这 里 x 与 1 同 取 正 号 ， 或 者 同 取 人 负 号 ， 而 且 所 需要 的 常数 
的 值 K/ 与 人 ( 见 图 5.12) 可 以 通过 将 Xi, 妇 代入 (5,19) 而 得 
到 。 这 样 就 求 得 了 椭圆 在 给 定 方向 的 切线 ， 


5.10 切线 (结束 ) 


再 稍微 多 化 一 点 力气 ， 我 们 就 能 得 到 一 个 更 加 漂亮 的 结 
果 ， 即 解决 这 样 一 个 问题 ， 求 一 椭圆 在 共 上 一 给 定点 而 不 是 
在 一 给 定 方向 的 切线 。 

这 里 需要 通过 xi, 纺 去 解 几 ,mn ， 而 不 是 通过 ,nn 去 解 
zl。 这 问题 很 简单 ! 由 方程 (5.22)， 知 必 有 


LY -Yr1 
a2? 人 六 2， 


其 中 + 是 菜 个 待定 的 比例 常数 。 将 这 里 的 mw， 代 大 方程 
mx +ny=Kk， 便 得 到 形 如 


Eh 


或 者 


的 切线 方程 。 注 意 ，… 方 面 (X1,y1) 是 这 条 切线 上 的 点 ， 另 
一 方面 它 :也 是 柱 贺 上 的 点 ， 好 《X190) 满 足 方程 (5.17)， 因 

此 必 有 K/r = 1。 于 是 我 们 得 到 了 一 个 非常 简单 而 且 巧 妙 的 结 
果 ， 即 椭圆 


2 
在 其 上 一 点 《x1,91) 处 的 切线 方程 为 
Ss i 
pb? 
正如 你 们 在 学 习 a 看 到 的 ， 人 们 利用 导数 得 到 了 
同样 的 结果 。 
习 题 三 


1， 试 确定 在 (5, - 3),(3,5) 与 (7,0) 这 三 点 当中 ， 届 些 
点 在 下 述 的 椭圆 上 : 
x2 y? 
50718 
2. 对 x=2， 求 y 的 值 ， 使 得 点 (Xx,y) 在 第 1 题 中 的 椭 
图 上 。 稍 对 x = 2 确定 y 信 ， 使 得 (x,y) 饶 在 这 个 籽 加 内 又 在 
这 个 椭圆 上 。 
3， 对 第 1 题 中 的 椭圆 ， 求 过 椭 风 上 点 (- 5,3) 的 切线 
方程 。 
4。 解 方程 组 


一 ]。 
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其 中 a,b ,m,n 是 固定 数 ， 选 择 K 的 值 ， 使 所 得 到 的 二 次 方程 
有 一 对 重 根 (你 们 将 发 现 忆 = a?m? + b?n?)。 试 把 答案 与 本章 
第 5.9 节 末尾 所 给 出 的 数值 x1,y1 相 比较 。 
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第 六 章 ”距离 的 性 质 
6.1 欧 拱 距离 


大 家 所 玖 悉 的 Oxy 平 面 上 两 点 P(x1,y1) 与 Q(x， gz) 之 间 

的 距离 称 为 欧 氏 距离 ， 记 作 d4:(PO)， 由 公式 
da(PO) = [(xs — Xx) + (yo ~ 1) ? (6.1) 
给 出 。 

下 面 列举 距离 本 数 的 某 些 性 质 。 

1. 两 点 间 的 距 议 只 依赖 于 这 两 个 点 的 相对 位 置 ， 即 只 
依赖 于 它们 坐标 的 差 x, -x1 及 ys - ii 。 这 个 性 质 ( 即 当 这 两 
个 点 沿 同一 方向 移动 同样 的 距离 时 ， 它 们 之 间 的 距离 不 变 ) 
称 为 平复 不 变性 。 

2 从 点 己 到 点 @ 的 距离 等 于 从 点 Q 到 点 了 的 距离 。 这 
可 以 通过 在 (6.1) 中 验证 

daCPO) = 4d,(0P) 
看 出 来 。 性 质 2 通常 称 为 距离 画 数 的 对 称 性 。 

3， 距离 丽 数 (6.1) 满 足 三 角形 不 等 式 

d,(PR)<d,(PQ) +d,(QR), 
见 第 4.6 节 。 
4. 任意 两 点 了 与 Q 间 的 距离 是 非 负 的 。 即 
d,(PO)>0; 
当 且 仅 当 P 与 0 两 点 重合 时 ,等 号 成 立 。 这 个 性 质 常 常 称 为 距 
离 画 数 的 正 性 ; 这 一 点 由 定义 (6.1) 立 即 可 得 ，。 

5. 如 果 了 点 坐标 为 (x,y)，Q 点 坐标 为 (ax,ay)， 其 

中 4 为 一 非 负 常数 ， 那 么 
d (00) = ad,(OP); 
这 里 0 表示 原点 (0,0)。 这 个 性 质 有 时 称 为 距离 画 数 的 齐 次 
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性 ， 它 成 立 是 内 为 
d (OQ = [Caxr): + Cay) = {a(xi + ys 
ax + y= ad, OP), 
欧 氏 距离 还 有 另 一 个 性 质 ， 
6， 车 Oxy 平 面 绕 原点 旋转 某 个 角度 ， 则 两 点 间 的 欧 氏 
距离 保持 不 变 。 这 个 性 质 有 时 称 为 旋转 不 变性 。 


6.2 城市 街区 距离 


还 可 以 定义 许多 其 它 有 用 而 且 有 趣 的 “ 非 欧 ”距离 。 为 
了 能 称 之 为 “距离 ”，P ，Q 的 一 个 函数 必须 具有 我 们 刚刚 
对 熟知 的 距离 (6.1) 所 验证 过 的 性 质 1 到 性 质 5 。 叭 有 人 
距离 4, 具 有 至 部 的 6 条 性 质 。 

作为 一 个 例子 ， 可 以 考虑 用 你 们 城 里 两 地 PCxi 与 
Q(x,,ys) 之 间 道 路 的 实际 长 度 来 虚构 一 个 “城市 街区 距 
离 ”。 假 定 所 有 的 街道 或 者 是 严格 南 -北向 的 ， 或 者 是 严格 
东 - 西 向 的 ， 而 且 没 有 空地 可 以 穿行 ， 见 图 6.1。 


图 6.1 城市 街区 距离 
从 也 到 @ 的 任何 道路 无 一 例外 地 只 能 由 水 平 段落 及 坚 直 段落 


组 成 ， 这 样 我 们 所 要 通过 的 距离 4PQ) 就 由 从 PP 到 Q 的 这 条 
道路 的 所 有 水 平 距离 与 紧 直 距离 之 和 组 成 。 因 此 ， 我 们 定义 
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城市 街区 距离 汶 

dPO)= |e = 7 二 一 所 | (6 .2)》 
严格 说 来 ， 这 式 子 有 时 不 能 表示 城 市 街区 距离 。 图 6.2 就 是 
一 例 。 那 里 的 P , Q 两 地 位 于 相同 的 两 条 南 -北向 (或 东 - 西 
向 ) 街 道 之 间 。 这 时 ， 行 人 在 其 行程 中 被 迫 要 往 回 走 ， 于 是 
实际 经 过 的 距离 比 (6.2) 式 右边 的 值 要 大 些 。 但 是 ， 如 果 街 
区 非常 小 ， 也 就 是 说 街道 之 间 化 得 很 近 ， 那 么 (6.27 就 相当 
糖 确 了 。 更 确切 地 说 ， 如 果 仅 限 于 沿 着 东 、 南 、 西 、 北 这 四 
个 主要 方向 行走 而 不 必 走 回头 路 ， 那 么 新 的 距离 画 数 (6.2) 
就 是 从 P 到 8 所 要 经 过 的 最 小 距离 。 因 此 ， 城 市 街区 距离 华 
葛 为 我 们 提供 了 定义 新 的 “ 非 欧 ”距离 的 实际 背景 。 

下 面 我 们 来 看 看 由 (6.2) 所 定义 


的 4 是否 具有 距离 所 要 求 的 5 条 性 五 一 广 一 
i 下 三 三 
因为 表达 式 (6.2) 中 只 包含 坐标 


的 匡 ， 所 以 新 的 距离 当然 是 平移 不 变 外 8.2 城市 街区 距离 ， 
的 ， 因 而 具有 性 质 1 . Wi 

因为 41(PQ) = d,(QP)， 所 以 4d1 是 对 称 的 ， 这 样 也 就 具 
有 性 质 2 。 

为 了 建立 三 角形 不 等 式 

di(PR)<d(PQ) + d,(QR), 
设 P,8 ,RR 的 在 标 分 别 为 (x1,y1), (Xz,y2), (xzay ys)， 则 
di(PR)= |x1— xs| + |y1— yl 


= |x1— Xot+xo— Xxal + |y — y+ yo — Ya; 
由 第 三 章 第 3,8 节 定理 3,2 知 
|x1~ Xs+ x2— xsl sx 一 xs + [x2 — :|, 
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| 六 td | gy 

于 是 我 们 有 

dPR)S|zi ~ zol + yi yal + 一 xs + |y2— yal 

= di(PQ) + 4.(QR), 

城市 街区 距离 当然 也 满足 第 4 个 条 件 ， 因 为 任何 实数 的 
绝对 值 总 是 非 负 的 。 除 非 了 与 Q 重合 ， 否 则 它 总 是 正 的 。 

性 质 5 很 容易 验证 ， 素 实 上， 对 于 4 之 0， 有 

lax| + lay| =a[lx| + 1y|]. 
下 面 , -我们 设法 把 圆周 的 构 念 从 欧 直 几何 推广 到 城市 街区 儿 
何 。… 在 欧 乓 几何 中 ， 圆 周 是 与 一 个 定点 等 距离 的 点 的 轨迹 。 
让 我 们 把 这 个 定义 搬 到 新 的 几 何 中 来 。 根 据 (6.2)， 中 心 在 
原点 0(0,0)? 的 “单位 圆 ” 由 方程 
4(OP)= |x| +1y| =1 

给 出 。 在 普通 的 欧 氏 平面 内 ， 它 的 图 形 由 图 6.3 夫 示 ( 见 图 
3.14) 。 


6.3 一 些 其 它 的 非 欧 距 离 


现在 我 们 定义 原 
点 0 与 任意 一 点 P 之 
间 的 “距离 ”为 个 
dp(OP) x 
=(|x|? + |y)*)1+, 7 
(6.3) 
其 中 p 之 1 为 某 个 固定 图 6.3 ”城市 街区 几何 中 的 单位 加 


值 .一 般 地 ,定义 任意 两 点 P(x4,44) 与 Q(xz,ys) 之 间 的 距离 为 
dp(PQO)=(C|x 1 -xol? + |y —y|?) 1 ?, (6.4) 


108 


下 面 来 验证 距离 的 5 条 性 质 。 首 先 距离 (6.4) 当然 是 平移 不 
变 的 。 再 者 它 是 对 称 的 ， 即 dp(PQ) = dp(CP)。 第 三 ， 三 
角形 不 每 式 可 由 第 4.8 节 末 尾 的 基于 闵可夫 斯 基 不 等 式 的 公 
式 (4.53) 推 出 来 。 关 于 正 性 的 性 质 4， 由 (6.4) 知 也 满 
足 ! 最 后 ， 对 于 P(x,y) 与 QCax,ay)， 我 们 有 
dp(OQ)= [lax|?+|ay|l?],* 
=(a?) ?[T|x)* + |y) ?=adp(OP), 

因此 ， 距 离 4p 出 具有 和 性质 5。 

在 现在 的 情形 ，“ 单 位 圆 ”( 即 与 原点 距离 为 1 的 点 的 
轨迹 ?由 方程 

xj?*+|y|?*=1 
给 出 。 共 轨 汪 曲线 依赖 于 7 的 值 ， 例 如 ， 当 p = 1， 就 回 到 城 
市 街区 单位 贺 ， 对 于 pn = 2， 又 得 到 通常 的 欧 氏 单位 圆 。 对 于 
P=1,2,4 我 们 有 不 等 式 
1x| + yl 宕 (Cx)?+ yD 2x) ry 1 4, 

这 个 不 等 式 很 容易 
用 两 端 平 方 来 验 
证 。 相 应 的 “单位 
圆 ” 的 欧 针 图形 如 . 
图 6.4 所 示 ; 对 应 
于 p=1 的 曲线 被 包 
围 在 p = 4 的 曲线 当 
中 。 一 般 地 ， 对 于 
由 (6.3) 所 定义 的 
距离 而 昔 ， 与 任意 图 6.4 非 驳 “单位 圆 ” 的 欧 氏 图 形 
国定 的 p 值 相对 应 的 “单位 圆 ” 是 否 总 包围 着 与 较 小 P 值 相 
对 应 的 单位 圆 呢 ? 如 果 是 这 样 ， 那 么 当 P 增 大 时 ， 这 些 曲线 
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y 


txj 十 | 切 一 1 max(Ix1,13|)=1 


te era xi 


会 变 得 越 来 越 大 吗 ? 
为 了 回答 第 一 个 问题 ， 我 们 先 说 明 一 个 等 价 的 问题 ， 当 
m 之 n 之 1 时 ， 不 等 式 
[lx + 1y}" "Exl" + 1y|"] 4" 
是 否 成 立 ? 回答 是 肯定 的 .这 里 我 们 仅 对 大 = 3,7 二 2 给 出 证 
明 ， 一 般 情形 留 给 读者 作为 一 个 习题 。 
为 了 避 有 驶 书写 过 多 的 绝对 值 符号 ， 我 们 引进 
a=|x|, b=|yl, 
于 是 需要 证 明 
(a? 十 b2)1 2>(a3 +b3)1”;, 
其 中 4,b 之 9。 将 + 总 写 为 
a3s+b3=aa?+bb?, 
并 应 用 哥 西 不 等 式 ( 共 平方 根 形式 )， 便 得 到 


(a2 +b2)1 2(at+b4)1 ?2 >a + bs, (6.5) 


因为 
02 + b? 守 (at+ 04)172, 
所 以 由 (6.5) 推 出 
(a2 + b2)172(a2 十 六 7) 之 03 十 有 3， 
或 者 
《ad2 + 02)3 2 03 + bs, 
因此 有 不 等 式 
(a? + 0) ?>(as + b3)l 3 
对 于 任意 有 理 数 4 宇 n 宇 1， 不 等 式 的 证 明 可 以 利用 赫 尔 
德 不 等 式 的 一 个 相应 的 应 用 来 完成 。 由 以 上 讨论 不 难看 出 ， 
当 了 趋 近 于 1 时 ，“ 单 位 圆 》 
[xl*+iy{*=1, p>1, 
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趋 近 于 图 6.3 所 示 的 正方 形 |x| + jy| = 1。 
为 了 看 出 当 Pp 越 来 越 大 时 曲线 将 会 怎样 ， 我 们 注意 到 
mazx{|x|?, lyl*}<|x|?* + lyl*<2max{|x|*, |y1*}, 
(6.6》 
又 因为 
[max{|x|l?, 1y|*?}] ?= max{|x|,|y|}, 
所 以 由 (6.6) 得 到 
max{|x|,|y|}<[E|Ix|? + |y| ?I! +*<2! smax{|x| ,1y|}., 
(6.7) 
现在 考虑 当 Pp 变 得 非常 大 时 ，(6.7) 右 端的 变化 情 况 ，P 只 . 
出 现在 2 的 指数 1/p 里 ， 当 7 变 得 非常 大 时 ，1/p 就 变 得 非 : 
常 小 ， 因 此 2 趋 近 于 20 = 1。 换 句 话说 , (6 .7 告诉 我 们 ， 
当 了 “ 趋 近 于 无 穷 ” 时 ， 
dpCOP)= [|x|* + 1y|*]? 
趋 近 于 距离 
ds(OP)= max{|x| ,1y|}. (6 .8) 
可 以 证 明 d。 具有 距 襄 的 5 条 性 质 。 
那么 ，“ 单 位 圆 ? 
mazx{|x|,|y|}=1 
的 形状 是 怎样 的 呢 ? 它 是 一 个 正方 形 ， 四 边 有 
Ixj=1, 0<ly|<1, 
Iyl=1, 0<|1x|<1l, 
这 样 ， 我 们 看 到 ， 对 于 所 有 的 p 之 1 
dp(PQ)= [Ix1 -Xa)? + |y — yal?’? 
可 以 作为 距离 画 数 ， 莽 且 ， 当 p 增 大 时 ，“ 单 位 圆 ? 
Ixl?+|yl?=1 
也 增 大 ， 当 Pp 趋 近 于 无 穷 时 ， 它 趋 近 于 正方 形 (6.9) 尽管 
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(6.9). 


:这 些 “ 单 位 圆 ” 越 来 越 大 ， 但 它们 永远 不 会 越 出 这 个 正方 形 
< 见 图 6.4)。 
在 所 有 情况 下 ，“ 单 位 加 ”将 Oxy 平面 分 为 两 部 分 ， 由 
所 有 与 原点 的 距离 小 于 1 的 点 组 成 的 “单位 加 ”的 内 部 ， 以 
及 由 所 有 与 原点 的 距离 大 于 1IL 的 点 组 成 的 外 部 。 由 不 等 式 
dOP)<I 
所 定义 的 点 集 有 时 称 为 章 位 圆 意 ， 而 “单位 圆 ? 
d(OP)=1 
是 指 这 个 单位 圆 盘 的 边 条 ， 
下 面 是 几 个 一 般 性 的 评注 。 正 如 前 面 所 指出 的 ， 欧 拱 距 
离 在 平移 (性 质 1 ) 及 旋转 (性 质 6 ) 下 不 变 ， 即 在 所 谓 位 移 或 
刚体 运动 下 不 变 。 上 面 讨 论 过 的 其 它 距离 在 平移 下 也 不 变 ， 
但 是 在 旋转 下 要 改变 。 事实 上 ， 由 图 6.4 可 以 看 出 ， 当 Oxy 
平面 绕 点 (xi 加) 旋转 45 "时 ， 城市 街区 距离 d， 就 变 为 距离 
d。=max{|xs— Xi|, |y2—y|} 
《 伸 长 了 vw 2 倍 )。 可 以 证 明 ( 但 此 处 不 证 )， 欧 氏 距 离 完全 被 
第 6.1 节 中 所 列举 的 6 条 性 质 所 刻 划 ， 也 就 是 说 ， 除 前 5 条 
性 质 以 外 ， 还 具有 旋转 不 变性 的 唯 -- 的 距离 就 是 欧 乓 距离 。 


6.4 单位 圆 盘 

.还 有 许多 画 数 具有 距离 所 要 求 的 5 条 性 质 ; 我 们 只 讨论 
了 很 少 的 几 个 。 

现在 考虑 以 下 问题 ， 在 Oxy 平面 上 给 定 一 个 由 点 组 成 
的 集合 8 (我 们 称 之 为 点 集 )， 使 得 8 的 内 部 包含 原点 。 我 们 
各 ,在 什么 条 件 下 它 代 表 从 属于 某 个 距离 4 的 单位 圆 盘 ? 换 
名 话说 ， 在 什么 条 件 下 ， 在 在 一 个 距离 函数 4 ， 对 于 它 ， > 
恰好 包含 那些 由 不 等 式 
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d(COP)<I 

所 列 划 的 点 ? 

我 们 指出 ， 对 于 一 个 给 定 的 其 内 部 包含 着 原点 的 点 集 : 
S， 在 在 一 个 距离 瑞 , 数 4 ， 使 得 8 与 其 边界 一 起 构成 单位 圆 
盘 的 充 要 条 件 是 : 

(a) 点 集 S 关 于 原点 对 称 ; 

(b) 点 集 S 是 西 的 。 

点 集 S 关 于 原点 对 称 是 指 ， 对 于 每 一 个 属于 S 的 点 (2， 
yy)， 点 (-x, 一) 也 属于 S。S 是 凸 的 是 指 ， 连 结 S 内 任意 
两 点 的 直线 段 双 部 落 在 S 内 。 见 图 6.5(a) 与 (b)。 


3 


一 


(a) 关于 原点 对 称 的 点 集 (b) 凹 点 集 
图 6.5 平面 上 的 点 集 

我 们 首先 证 明 ， 车 4 为 一 距离 画 数 ， 则 性 质 (a) 成 立 , 即 
车 d 为 一 距离 丽 数 ，S 为 它 的 单位 回 盘 ， 则 S 必 关 于 原点 对 
称 。 换 句 话 说， 车 4 为 一 距离 画 数 ， 而 P(X,y) 满足 4(OP》 
委 1， 则 点 QC-x， 一 臣 也 满足 4(0Q) 志 1。 

事实 上 ,车 4 为 一 距离 , 则 它 是 平移 不 变 的 ;因此 ,如 果 把 
点 Q 及 点 0 沿 水 平方 向 移动 x , 沿 坚 直方 向 移动 7 ,那么 它们 
的 距离 4(Q0) 将 保持 不 变 . 但 是 , 这 样 的 平移 把 点 @ 移 到 原点 
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,又 把 原点 0 移 到 点 了 ， 因 此 
d(QO0) = d(OP)<1, 
又 因为 4 是 对 称 的 ， 所 以 
d(00) =d(Q00)<1, 
从 而 @ 在 单位 圆 盘 内 。 
其 次 我 们 证 明 ， 若 4 为 一 距离 画 数 ， 则 性 质 (b? 成 立 , 即 
若 己 与 @ 为 单位 圆 盘 内 任意 两 点 ， 则 线段 PQ 全 部 落 在 单位 
后 盘 内 。 这 个 问题 用 符号 表达 就 是 ， 对 于 某 个 距离 画 数 4， 
给 定 任 意 两 点 P,Q， 使 得 
d(OP)<1, 4d4(0C) 委 1， 
并 给 定 线 段 PO 上 任意 一 点 R， 
要 证 明 4(OR) 委 1. 如 果 P=08 
或 者 P,Q 中 有 一 个 在 原点 ， 
那么 结论 显然 成 立 ， 因 此 我 们 
假设 0,P 与 Q 为 不 同 的 三 点 。 
为 了 证 明 4COR) 委 1， 首 
先 需要 用 一 种 方便 的 形式 将 R 
图 6.6 ”单位 圆 盘 的 凸 性 在 PQ 上 面 这 一 事实 表达 出 
来 。 设 P' 民 平行 于 08,8’R 平行 于 OP( 见 图 6.6)， 则 有 
d(OP’)=ad(OP), d(0Q’)=bd(0Q), (6.10) 
这 里 a>>0,b>0， 且 4+b=1。 为 了 看 出 这 一 点 ， 可 以 利用 
多 几 里 得 的 比例 理论 (相似 三 角形 )。 我 们 用 同一 符号 AB 表 
示 欧 氏 线 段 及 其 长 度 ， 于 是 
| / 00’ PR 
“= OE -0 -00 ~ PO A 
这 里 ， 用 4 与 b 简 记 两 个 比值 ， 因 此 4a,b 为 正 数 ， 再 把 这 两 
个 比值 相 加 ， 便 得 到 
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因为 P 与 P' 位 于 过 原点 的 同一 条 直线 上 ， 所 以， 它们 
的 坐标 成 比例 。 再 利用 欧 外 距离 的 性 质 5 ， 便 可 从 (6.11) 推 
出 ， 若 卫 的 坐标 为 (x1,y1)， 则 忆 的 坐标 为 (ax1,ay1)。， 类 似 
地， 因为 0 与 8’ 位 于 过 原点 O 的 同一 条 直线 上 ， 所 以 ， 车 
@ 的 坐标 为 (xs,ya)， 则 0’ 的 坐标 为 (bxs,by。)。 由 于 距离 d 
具有 性 质 5 ， 因 此 
d(OP’)=ad(OP), d(0Q’)=bd(00),. (5.12) 
最 后 ， 利 用 性 质 3 (三 角形 不 等 式 ， 见 图 6.6)， 得 
d(OR)<d(OP') + d(P’R), 
再 由 性 质 1 ， 知 4CP'R) =4d(08’)， 于 是 
d(OR)<d(OP’) + d(00’). 
将 (6.12) 代 入 此 式 ， 有 
d(OR)<ad(OP) + bd(00), 
又 因 为 4&COP) 委 1,4(0OC) 委 1， 以 及 4a+8=1， 所 以 
d(OR)<a+b=1， 
根据 定义 便 知 点 尽 在 单位 圆 盘 内 。 
至 此 我 们 证 明了 : 若 4 为 一 距离 画 数 ，” 为 其 单位 图 
盘 ， 则 & 关于 原点 对 称 ， 工 且 S 为 凸 集 。 我 们 还 需 证 明 其 逆 
命题 ， 即 车 S 为 其 内 部 包含 着 原点 的 点 集 ， 关 且 S 是 西 的 ， 
又 关于 原点 对 称 , 则 存在 一 个 距离 画 数 4 , S 为 其 单位 圆 盘 。 
下 面 我 们 仅 指出 可 以 怎样 定义 距离 4 ， 请 读者 自己 验证 
4d 具有 距离 的 5 条 性 质 。 
设 ” 为 上 述 点 集 。 如 图 6.7, 今 2Z 为 平面 上 不 同 于 〇 的 任 
意 一 点 。 从 0 过 2Q 引 射线 ， 设 其 与 3 的 边界 相交 于 点 Q (由 
的 西 性 知 此 射线 与 8 的 边界 恰 有 一 个 交 点 )。 设 欧 外 距离 
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0Z 与 0Z' 的 比值 


J “二 区 
Z | Q OZ 
发 {lpg r= O27 ， 
一 OZ 
2 Sl 并 定义 从 0 到 Z 的 
x 距离 为 这 个 比值 ， 
即 
d(OZ)=r, 
容易 看 出 ， 
图 6.7 4(02) = 027， a(P0) = 了 人 d(O2Z) 小 于 1、 和 锋 


于 1 或 者 大 于 1 分 
别 依 顿 于 点 Z 是 否 为 S 的 内 点 、 边 界 点 或 者 外 点 。 
为 了 定义 任意 两 点 P,Q 之 间 的 距离 4(PQ)， 可 以 按 图 
6.7 平 移 坐 标 轴 ， 然 后 重复 上 面 的 做 法 。 
通常 的 欧 兵 圆周 其 周 长 
与 直径 的 比 用 符号 下 表示 ， 
其 值 天 约 是 3.14。 下 面 习题 
的 任务 是 计算 某 个 非 欧 氏 单 
位 加 的 非 欧 下 周 长 与 非 欧 氏 
直径 的 比值 + 。 我 们 只 举例 
分 析 一 种 特 丈 情形， 其它 几 
种 简单 情形 留 给 读者 去 和 研 


完 。 


例 设 ” 由 一 个 关于 坐标 轴 对 称 的 正六 边 形 的 内 点 及 边 
界 点 组 成 ， 见 图 6.8。 因 为 S 是 三 的 ， 而 且 关于 原点 对 称 ,所 
以 ， 它 可 以 看 成 是 某 个 距离 函数 4 的 单位 圆 盘 。 根据 定义 
知 ， 音 位 贺 盘 的 非 欧 下 全 径 为 1， 因 此 其 直径 为 2。 为 了 计 
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图 6.8 关于 坐标 轴 对 称 的 正六 边 形 : 


算 周 长 ， 我 们 注意 到 由 于 d 的 平移 不 变性 ， 下 面 的 关系 式 成 
立 : 
d(PiPs)=d(OPs)=1,  d(P,Ps)=d(OP,)=1, 
d(CPsPs)= dOPs)=1, dC(PPs)= 4d(O0P0)=1., 
a(PsPe) = d(OP)=1, dCPeP,) = d(OP,)=1. 
把 所 有 这 些 线段 的 长 度 相 加 ， 便 知 周 长 是 6 。 因 此 所 求 比值 
为 


r= 8. 
习 题 一 
对 下 面 的 单位 圆 盘 3 ， 计 算 非 欧 氏 周 长 与 非 欧 氏 直径 的 


上 比值 ， 
1. SS 为 关于 城市 街区 距离 1x 一 x1| + |ys 一 yi| 的 单位 
山 执 ， 见 图 6.3。 
2. 3 为 关于 距离 画 数 
d(OP) = maxfjxj ,|y|} 


的 单位 圆 稚 。 
3. 今 为 中 心 在 原点 的 一 个 正八 边 形 的 内 点 及 边 里 点 组 
成 的 单位 阅 盘 。 


4， S 为 中 心 在 原点 的 一 个 正 十 边 形 的 内 点 及 边界 点 组 
成 的 单位 圆 盘 。 
6.5 ”代数 与 几何 


在 前 儿 节 里 ， 我 们 看 到 的 是 利用 几何 直观 可 以 导出 有 趣 
的 代数 结果 。 在 二 维 与 三 维 的 情形 ， 这 种 技巧 发 挥 得 挺 不 
错 。 然 而 ， 一 旦 我 们 转 到 7 维 几 何 的 讨论 (n 宇 和 4， 情形 就 反 
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过 来 了 :我 们 往往 依 系 代数 去 给 几何 对 象 下 定义 ， 莽 推出 几 
何 结果 。 

下 面 简单 地 说 明 一 下 这 个 想法 。 我 们 把 二 个 实数 xi, xs， 
“Xn 的 集合 看 作 n 维 宏 间 的 一 个 点 了 ， 两 点 P(xi, Xs,*…， 
Xn) -本 Q@C ya ;yn) 之 间 的 欧 氏 距离 定义 为 

4CPQ) =[LGxzi YO + Xa ya) + + Xn Yn) 

(6.13) 

当 n=2,， 《6.13) 就 化 为 平面 上 两 点 (X1,x2) 与 (yi1,ye) 之 间 的 

算 离 ， 这 是 我 们 所 获知 的 。 如 果 以 0 表示 原点 (0,0，…0)， 

以 RR 天 示 点 (Xi1+YisX2+ ya, Xn+yn)， 那 么 ，n 维 三 角形 

不 等 式 

dOP) + dPR)>4(O0R) 
就 是 


Lx? XE + tx 2 Ey + y+ 2 ? 


LX tI) + Xt Ya) +t oe + xn + Yn) 2 
(6.14) 
由 第 四 童 第 4.6 节 知 此 不 等 式 是 成 立 的 ，。 
其 次 ， 我 们 定义 直线 OP 与 00 之 间 夹 角 6 的 余 嘴 为 


Yt yt tn 
(XI + XE 和 + TX YI + Yt) 


cos 0= 


(6.15) 
根据 哥 西 不 竺 式 ( 见 第 4.4 节 (4d)， 不 等 式 (4.45))， 知 | cos0; 
委 1。 

这 样 我 们 就 具备 了 n 维 解析 几何 的 基础 。 
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BS 


ia| a 的 绝对 值 

所 有 负数 的 集合 

数 0 这 一 个 元 素 的 集合 

所 有 正 数 的 集合 

大 于 或 等 于 

阁 不 大 于 也 不 等 于 

小 于 或 等 于 

启 不 小 于 也 不 等 于 

证 不 大 于 也 不 小 于 
非 负 平方 根 

属于 

不 属于 

等 于 小 于 

不 等 于 不 小 于 

{41,042,… ,4n} 元 素 41,4,,… ,an 的 集合 

max{a,aa,…,an} {41,042,… ,an} 的 最 大 元 素 

min{fa,as,…, an} {41,42,… ,Qn} 的 最 小 元 素 

{alyas， ,An}t maxf0, ai,az dz) 

AQ1,02s° Qn} min{0,a1,42,. ,an} 

sgnx 0, 对 X=0; 1， 对 x>0 -1， 


天 于 
不 大 于 


从 A 


胡 人 学 V 


对 x 


119 


(a) 之 ，(b) 之 (o) 
Dp>>0，-?2>>0， 因 此 pp-?>0，P>>mn。 


a=b 


. 


< 


习题 答案 
第 一 章 
习 题 一 
-1.5 37z-3 v2 
二 一 一 一 0 l 2 dt 
-2 -2< -1.5< -1<3-r<0<r-3<w2<2<3. 
(a) €; (b) E; (¢) €E; (d) €E; (e) €; (f) €E; 
(g) €; (h) €E; (Gi) €E; () €. 
(a) Ni (b) P; (Ce) P; (d) Ni (e) P;: (f) P; 
(g) P; (h) Ni (GD P; (Gj) 0. 
(a) <; (b) > (c) > (d) <; (e) >; ({) >; 
(8g) >; (bh) <; (CD > (jj =。 
(a) Ti， (b) T,; (Ce) 了 :， (d) F; (el) T, (fy T, 
(g) Fi (h) Tri (GD F; (0) FF. 
2 元 一 3， 一 (3 一 克 )2， a/(¢ -6b), 0， ~ bd4ac, 


(d) >; (e) <; (人 =。 


。 由 假设 ， 对 n=1 正确 ;归纳 步骤 根据 公理 开 。 

， 在 本 文中 已 说 明 数 1 及 2 是 “ 正 的 ”， 所 以 由 公理 五 知 
1+2=3 是 “ 正 的 ”。 例 a=1/3; 则 34=1， 因 此 4 是 
“下 ”的 ， 因 为 3 及 1 是 “ 正 的 ”。 于 是 由 公理 下，2& 


=2/3 是 “ 正 的 ”， 
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人 ND 一 
» .a. 


第 二 章 
习 题 一 

先 将 4a/2<<b/2 与 a4/2 = a/2 相 加 ， 再 与 5/2 = 87/2 相 加 。 
这 两 个 不 等 式 都 等 价 于 (ad -bc)? 宇 0。 
等 价 于 (4a - 5) 二 0。 
对 于 n= 2， 本 定理 叙述 为 ， 若 4 之 4。， 则 4 之 4s， 显然 
这 是 对 的 。 假 设 定 理 对 于 也 正确 ， 并 设 ci 二 az，…， 
Gn 一 i 之 Gn,0n 之 Unt+1， 郑 么 41 之 an,4n 宇 ant41， 因 此 1 之 
an+i。 当 且 仅 当 al = as,… ’ On-1 二 An, an =anti 时， 
等 号 成 立 。 


习 题 二 
中 间 步 又 
1 1 
Zt 


等 式 当 且 仅 当 a =b 时 成 立 。 

在 第 1 题 中 ， 合 b=1/4。 当 且 仅 当 4 二 1 时 ， 等 式 成 立 。 
将 8+ 如 宇 24ab，b?+c? 宇 2bec，o?+ a? 之 2ca 相 加 再 除 以 
2。 

等 价 于 a?b*(a -5b)? 宇 0。 

2+ 如 2 宇 2ab 乘 以 cc， 刀 +oc2 人 2po 乘 以 a，0+ a 之 2ac 
乘 以 ”》， 再 相 加 。 

中 间 步 又 :，(a2 一 b2)?-(a-b)= 4ab(a -6)?, 

中 间 步 又，(as + 83) 一 (a2b +ab’)= (a+b)(Ca-b)’, 

(3) a=b=c; (4) a=b 或 者 它们 之 中 至 少 有 一 个 等 
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于 0: (5) a=b=c; (6) a=b 或 者 它们 之 中 至 少 
有 一 个 等 于 0 (7) a= +b。 


习 题 三 

等 价 于 (4a -5b)* 宇 0。 当 和 且 仅 当 4=b 之 0 时 ， 等 号 成 立 。 
根据 定理 2.7 和 下 面 这 一 事实 ，“ 与 4 符号 相同 ,4 一。 
与 4 -bs 符号 相同 。 和 再 乘 出 来 。 当 且 仅 当 4= 8 时 等 号 成 
工 。 
a2+b>24b,，a+b>2v ab, 
这 些 不 等 式 的 等 价 性 可 以 根据 先 乘 以 b409， 再 乘 以 
1/bd 之 0 来 证 明 ， 见 定理 2.3。， 相 应 等 式 的 等 价 性 可 用 同 
样 方 法 征明 。 
把 1 = 1 加 到 不 等 式 上 去 。 等 式 a/) = c/d 等 价 于 ad = bce。 
应 用 带 指数 - 1 的 定理 2.7， 莽 把 1 = 1 加 到 所 得 到 的 不 等 
式 上 去 ， 然 后 ， 再 应 用 带 指 数 -1 的 定理 2.7。 千 号 成 立 
的 条 件 与 第 5 题 一 样 。 
中 间 步 又 

Q+C a pc 一 ad 

有 

C atce po-ad 

可 543 ddrd) 0 
30<33 22<25; 18<21; 42<45, 
车 a<b，b<c， 则 a<e。 
车 4 过 8，c<d， 则 4+c<b+d。 若 4 之 b，，6 是 任意 实 
数 ， 则 4a+t+c<b+te 
苦 se<b，c>0， 则 ace<pce。 若 Ga<p，c<0， 则 ac>> 
be, 
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DA 
. . 


若 a<b,，c<d, 则 4~d<b-c。 若 a<b, ce 是 任意 实 
数 ， 则 a -ce<b-c。 
若 0<a<2，0<ce<d， 则 ace<bd。 
车 0<a<b，0<c<d， 则 a/d<b/c。 竺 别 地 ， 对 于 a= 
b=1， 若 0<c<d， 则 1/d<176。 
车 0<a<b， 人 ft 与 nn 是正 的 有 理 数 ， 又 车 a1%" 和 51^* 
表示 正 的 n 次 方 根 ， 则 

Qa"™ /rb" /a 及 b-"/r<a-"/" 


第 三 章 

习 题 一 
(a) 一 13 (b) zs 《c) 03 (d) 4; (e) 35 
(f) 0; (g) TX; (h) 0 (i) 4; (j) 3。 
(a) -7; (hb) V2; (¢) -7; (4d) 0 
(e) — 3; (f) 一 73 (g) 03 (h) 一 7; 
(i) 0; (j) - 3。 


(—1)(0) ~—(1)(0)=0, 
根据 max{  } 的 定义 ， 考 虑 有 代表 性 的 情况 。 
{a,b,c,d}={-1,—-1,—1,—1}.。 
{4,b}tf 与 {c,d}+ 之 中 有 一 个 等 于 {4,b,c,4d}t+; 另 一 个 是 - 
非 负 的 。 
第 一 和 第 三 个 不 等 式 ， 一 个 附加 的 后 补 者 可 能 是 0。 中 
间 不 等 式 ，max{  } 和 min{ ”3} 的 定义 。 否 ; 对 于 
第 一 个 严格 不 等 式 来 说 ，a1,4。,… ,a 至 体 都 是 负 的 ， 
对 于 第 三 个 严格 不 等 式 来 说 ， 它 们 都 是 正 的 。 
以 -1 乘 不 等 式 4 宇 b,4 宇 5*， 大 应 用 定理 2.3.。 
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9. {-a, -0)}-=min(0, -a,—b} 
= max{0,410} = -at 
10。 根 据 max{ } 的 定义 ， 考 虚 有 代表 性 的 情况 。 
习题 二 
1。 对 于 每 个 实数 a ，- jaj 科 -和 jcj。 第 一 个 等 号 当 且 
仅 当 a 宕 0 时 成 立 ， 第 二 个 等 号 当 且 仅 当 a0 时 成 立 . 


(CC) 
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3。 (a) 也 是 〈d),(g) 的 图 形 ; 《b》 也 是 〈(e),(h》 的 加 
形 ; 《〈e) 也 是 (f),(i)》 的 图 形 。 


125. 


oi 
. 


6.。 图 3.3， 奇 画 数 ; 图 3.4， 奇 画 数 ， 图 3.5， 侦 西数 ; 
图 3.6， 偶 画 数 。 


(a) 
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(a) 
Cb) 
(¢) 
(Cd) 
(e) 
(£) 
(8) 
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x< 0， 
x<0， 
x 之 0， 
x 之 0， 
x 委 0， 
* 之 0， 
x 之 0， 


y 宇 0， 
y 之 0， 
yy 之 0， 
2 之 0， 
2 委 0， 
y<0, 
2 委 0， 


xX+YS1s 
xX+Jy 之 1s 
XxX+y 之 13 
x+y 和 1 
XZ+3<1s 
X+3<1 
xX+Jy 宇 1。 


(-2,-1} 


~ 

由 
加 

人 
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DD A NN 
. ® 。 本 


y 轴 ，x=0。 在 几何 上 ， 就 是 确定 与 (1,0) 及 (1,0》 


等 距离 的 点 的 轨迹 ， 在 分 析 上 ， 就 是 求解 方程 


习 题 六 
(a) |-al=w(-oz=wo=|al 
(b) jab} = (ab) = a bi=)al .bl; 


aay_ wa lal| 
Co | (=|G) Wr 
(a) =; (b) > (ce) = (d) =， 
(a) >; (bb) =; (¢) =; (d) = 
(a) >: (b) =; (ce) =; (d) »; 
(a) = (b) >; (0) >; (d) =， 
Va-B > -vi), 
(a- bv a -vbi)?, 
C2 — 9ab + ba ~ 2 a2b? + b2, 


2 aibi >2ab, jab|>ab, 


(e) 
(e) 
(Ce) 
(e) 
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设 bY 日 qb 之 90， 则 

min{a?,b?}=a= |al . lal<lal . {48|=ab., 
车 a 滨 0， 则 Va?=a; 车 <0， 则 az = -a>0。 同样， 
车 4=0， 则 Wa? = 0， 否 则 它 是 集合 {a, - 中 中 取 正 值 的 
那个 元 素 ; va = maxfa, -4a}; Wai=f{a, -a}t; 
y= wx? 的 图 形 如 图 3.6 所 示 ; 并 且 Wa? = a sgn a。 


第 四 章 
习 题 一 


(a) 4,53 (b) 6,7.53 (Cc) 696.53 (Cd) 60,10。 
(a) 3p,5ps (b) 0,p/2; (ce) 2p,p?+1, 

习题 二 
4+b= 直径 =2r， 因 此 r=《a+4b)/2， 由 相似 三 角形 知 
a/h=h/b,， 从 而 h = wab, 
为 证 明 调 和 中 项 小 于 或 等 于 几何 中 项 ， 一 个 中 间 步 又 是 

ab(a 一 5) 过 08 
或 者 参见 第 2.7 节 后 面 习 题 的 第 1 题 。 其 中 等 号 当 且 仅 
当 a = 少时 成 立 。 为 了 证 明 调 和 中 项 小 于 或 黎 于 算术 中 
项 ， 可 以 利用 算术 中 项 -几何 中 项 不 等 式 ， 也 可 利用 中 
间 步 允 

(a~b)’>0 
查 接 证 明 这 个 结论 ， 
(a) 3.2, 4, 5; (bb) 4.8, 6, 7.5; (¢) 5.547, 
G6, 6.5; (d) 5.83t+, 5.91t, 6;  (e) 6, 6, 6, 
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=71t)=T2ts, t= 


| 


四 2 
oni? 党 2re 7 


= 
以 每 一 种 速度 走 一 牢 时 间 : 


rit Trot 、 人 十 7 

To 

由 第 2 题 的 结果 知 以 每 一 种 速度 走 一 和 时 间 可 以 更 快 地 
到 达 。 

合 b=1/a。 


d=rt = 


习 题 三 
在 算术 中 项 -几何 中 项 不 等 式 (4.19) 中 ， 首 先 设 mi 个 
2 等 于 相同 的 数值 yy， 其 次 设 ms 个 ai 等 于 相同 的 数 
值 ys， 最 后 设 mx 个 a 等 于 相同 的 数值 ye， 并 注意 到 
mi+ms+ +mk= 7 
于 是 得 到 第 一 个 不 等 式 。 对 于 第 二 个 不 等 式 ， 设 


m m 
2 k 
= 719 nn 二 729 es n = Tke 


8.5, 9.1ts 0.5, 0.7ts pp, 7。 

中 间 步 骤 : (4a -5b)? 宇 0， 或 者 参见 第 2.8 节 后 面 习题 中 
的 第 1 题 。 当 且 仅 当 & = 时 等 式 成 立 。 因 为 均 方 根 大 于 
或 等 于 算术 中 项 ， 所 以 它 也 大 于 或 等 于 几何 中 项 及 调和 
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中 项 。 
(a》 一 条 对 角 线 分 G 卫 为 两 段 ， 一 段 的 长 度 为 4/2， 另 一 
段 的 长 度 为 b/2。 
(b) 若 ABLK~KLDC, 则 AB/KL=KL/CD, 有 KL 
= ab， 

2ab 


(e) 调和 中 项 是 了 bp =。 


为 了 证 明 EF=h， 先 证 明 E0=OF, 再 利用 相似 三 角 
形 ; 


EO AE AC-EC & EC 
CD=45= AC “1-AC: 
但 是 
EC EO 
AC™ AB ; 
因此 
EO EO 1 1 
0D=1- AB 或 E0(AB+CD)=1 
这 样 
AB.CD ab 1 
EO= AB+CD arb™ 2 
从 而 


EF=2E0O=h, 
(4d) 设 MN =r， 工 设 x ,y 分 别 是 组 成 梯形 的 两 个 不 规 
则 四 边 形 的 高 ， 因 此 x +y 是 ABDC 的 高 于是， 由 假设 
知 | | 


此 线性 方程 组 当 且 仅 当 
a+rb? 
- 2 


时 有 一 个 解 ， 因 此 ?是 4 与 5 的 均 方 根 。 


第 五 章 
习 题 一 


由 第 2.7 节 后 面 的 习题 中 第 3 题 知 ab+be+ca<a? 
+b?+c?， 把 它 与 2(ab+be+ca)= 2(ab+bc+ca) 相 
加 ， 得 到 3(ab+be+ca) 过 (a +b+c)?， 从 而 


A =2(ab + be to < (atb+e)? 


当 且 仅 当 a = b=c 有 时 ， 不 锋 式 ab + be + ca 魏 42+b02+02 中 
的 等 号 成 立 。 

如 果 一 个 长 方 体 的 表面 积 4 为 一 固定 值 ， 那 么 十 二 条 楼 
长 之 和 至 少 为 2 64 ， 芽 当 且 仅 当 已 = 2 64 时， 此 
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长 方 体 是 一 立方 体 。 这 个 证 明 从 第 1 题 的 不 等 式 A 过 
E?/24 立 即 可 得 、 
设 A= 面 积 ，P = 周 长 ，4 与 b = 边 长 ，c = 对 角 线 长 
度 。 由 算术 中 项 与 均 方 根 间 的 不 等 式 (第 4.3 节 后 面 习题 
中 第 3 题 )， 得 

a+b az+b 


P=2(a+b)= (et) = 22. 


由 几何 中 项 与 算术 中 项 间 的 不 等 式 ， 得 


a+b Pp? 
本 = 
人 oo<( 气 ) = = 16° 
因此 
4 < 


当 且 仅 当 = 时 ， 等 号 成 立 。 从 而 正方 形 有 最 大 周 长 
(2w 2 c) 及 最 大 面积 (2/2)。 


习 题 二 
若 y=z， 则 s -y=s 一 z=Xx/2， 因 此 


1?=s(s—x)(s—y)(s—2)=s(s -Yr)» 


ro| 四 


Ss 
Xs 一 ZX)。 


若 x=y=2z， 则 s-x=s-y=s-2=Ss/3， 因 此 
E?=s(s—x)(s ~ (s -2) -= 


将 第 1 题 的 E2?，J? 及 4 代入 ， 然 后 乘 出 来 ， 大 比较 各 
项 。 
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右 端的 每 个 因子 都 是 非 负 的， 或 者 因为 它 是 再 方 ， 或 者 
根据 它 的 几何 含义 。 当 且 仅 当 x= 2s/3, 即 当 且 仅 当 等 腰 
三 角形 实际 上 是 等 边 三 角形 时 ， 有 E?= f?， 当 上 且 仅 当 x 
=s 或 y=z, 即 当 且 仅 当 一 般 三 角形 是 等 腰 三 角形 时 ， 
有 72= A?, 
第 2 个 不 等 式 。 参见 上 面 第 3 题解 答 中 关于 1? = A 和 的 讨 
论 。 
第 1 个 不 等 式 。 参 见 上 面 第 3 题解 答 中 关于 E? = 了 的 讨 
诊 。 
此 公式 表明 ,如果 这 个 三 角形 仅仅 是 等 腰 的 ,那么 它 的 面 
积 的 平方 等 于 有 相同 周 长 的 等 边 三 角形 面积 的 平方 再 减 
去 一 个 确定 量 (E? -1?) ,如 果 这 个 三 角形 不 是 等 腰 的 , 那 
么 还 要 减 去 (8B? A?)， 因 此 减 得 更 多 . 
含 4 与 b 为 二 直角 边 长 ，¢ 为 婵 边 长 ，t 为 儿 边 上 的 
高 ， 则 由 相似 三 角形 ，t= ab/c。 再 根据 算术 中 项 -几何 
中 项 不 等 式 ， 有 

ab az+b 6 


206 了 3 
当 且 仅 当 4 = 时， 即 这 个 直角 三 角形 是 等 腰 三 角形 时 ， 
等 式 成 立 。 


yl 
疯 
机 


(5, 一 3)。 


3 ea ss js 
+ Vi -了 VS SI. 
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4。 车 用 线性 方程 中 的 x 来 者 达 ! ， 莽 把 结果 代 大 二 次 方 


程 ， 则 其 判别 式 为 4azbzns(azm + bzn2 -5 车 
k= + Vm bm, 


则 此 表达 式 为 需 。 相 应 的 重 根 由 (5.237? 式 给 出 。 


六 章 
习 题 一 
1, © p, 
个 
/ 
/ 
< n 
、\ 
wy 
直径 的 城市 街区 长 认为 2，、 霸 有 每 边 的 城市 街区 长 度 为 
di(P1,Ps) = d1(O,Q) =2。 办 此 周 长 的 城市 街区 长 度 为 
(4) (2) = 8 ， 从 而 要 求 的 比值 为 >=8/2 = 4。 
2, 


网 


直径 的 非 欧 长 度 为 2 ， 且 每 边 的 非 欧 长 度 为 
d, (PiPs)=d.(00)= 2 家 
因此 周 长 的 非 欧 长 度 为 8， 从 而 7= 8/2=4。 
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提示 ” 边 数 为 偶数 且 中 心 在 原点 的 每 一 个 正 多 边 形 可 以 
放置 在 关于 坐标 轴 对 称 的 两 个 不 同 的 位 置 上 。 试 证 明 ， 
(a) 若 多 边 形 的 边 数 能 被 4 除 尽 ， 则 每 边 的 非 欧 长 度 为 
2tg(180"/N)( 因 此 其 周 长 的 非 欧 长 度 为 
2Ntg(180"/N))3 
(b) 车 边 数 为 偶数 但 是 不 能 被 4 除 尽 ， 则 每 边 长 度 为 
2sin(180"/N) (因此 其 周 长 为 2Nsin(180°/N)); 
《ce) 〈a) 与 (b) 的 结果 对 多 边 形 的 所 有 可 能 位 置 都 对 。 因 
为 N = 8 能 被 4 除 尽 ， 所 以 有 
直径 = 2 ， 
周 长 的 非 欧 长 度 =16tg(180"/N)= 16tg22. 


Li 
. 


_ 16tg22.5- 
”2 


r =8(V 2 -1)~3.314, 


因为 N=10 不 能 被 4 除 尽 ， 所 以 有 


直径 = 2， 
周 长 的 非 欧 长 度 = 20sin(180"/10)， 
o08i 。 
r = 10sin18°~e3,090, 
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不 等 式 入 门 


.不 肯 蔬 圭 R- 忠 尔 刻 车 
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